Tentamen analyse B op 2 juli 2013

e Zet op elk vel dat je inlevert je naam, het nummer van je collegekaart en op het eerste
vel ook de naam van je werkcollegeleider (Arjen Baarsma, Timo Kluck, Shan Shah,

Jan van Zweeden of Joao Mestre).
e Laat bij elke (deel)opgave duidelijk zien hoe je aan je antwoorden komt.

e Ook als je een onderdeel van een opgave niet kunt maken mag je dat onderdeel

uiteraard wel gebruiken.
e Alle (deel)opgaven tellen even zwaar.

o SUCCES!

L. Zij f(z,y) = 2%y + 2y — day voor (z,y) € R%.

(1) Bereken de stationaire punten van f.
(it) Bepaal f~1(0) = {(z,y) € R?* | f(z,y) = 0} en schets een plaatje.
(17i) Waar heeft de functie lokale minima en/of maxima? Zijn deze globaal? Bewijs
je beweringen.
2. Zij f 1V — W een continue bijectieve aftbeelding tussen metrische ruimten.
(1) Veronderstel dat V' rij-compact is. Ga na dat de beelden van gesloten verza-
melingen onder f weer gesloten zijn.

(17) Veronderstel dat V' rij-compact is. Laat zien dat f dan een homeomorfisme

is, d.w.z. f~!is ook continu.

(7ii) Geef een voorbeeld van een continue bijectieve afbeelding f tussen metrische

ruimten die geen homeomorfisme is.



3. Bepaal de volgende limieten.

T
N
(Z) a:li% tanx
1 3
(1) Tim ——0%)

e—1 a3 — 2 — x4 1

sinh* 2
SN ‘
(i) 70 (1 — coshz)?

4. 7Zij C|0, 1] de reéle lineaire ruimte van continue functies f : [0,1] — R. Voor p € R,

i = ([ 1!f(x)!pdw>%

een afbeelding ||..||, : C[0,1] — R die ook de p-de integraalnorm wordt genoemd.

p > 1, definiéren we d.m.v.

(i) Verifieer dat ||..|, ten minste de eigenschappen
(a) |Ifll, > 0 voor alle f € C0,1].
(b) ||f]l, = 0 dan en slechts dan als f de nulfunctie is.
(c) Ml = [AIf]lp voor alle A € R en alle f € C[0,1].
van een norm heeft.

(77) Zoals elke norm op een lineaire ruimte maakt de integraalnorm van C[0, 1]
dm.v. d(f, g) = || f—gl|, een metrische ruimte. Bereken voor p = 1,5 de hierdoor
gedefinieerde afstand tussen de functies f(x) = 2% + 22% + 1 en g(z) = 422

(171) Ga na dat

(flg) = /Of(x)g(x)dx.

een inproduct op C10,1] definieert en verificer dat ||f|l2 = /(f | f). Laat
zien dat in ieder geval de 2-de integraalnorm voor alle f,g € C]0,1] aan de

driehoeksongelijkheid

If + gl < [lfll2 + llgll
voldoet. Opmerking: ook voor p # 2 voldoet de p—de integraalnorm aan de
driehoeksongelijkheid, maar dat hoef je niet aan te tonen.

(bonus) Bewijs de afschatting Hf||7;ﬁ < | fll2ll f1[5, voor alle f € C[0,1]. Hint:
gebruik de ongelijkheid van Cauchy—Schwarz.



