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Voorwoord

Het doel van dit college is de invoering van variéteiten, en daarbij de raakruimten, vectorvelden
en differentiaalvormen. Dit zijn de basisbegrippen van de differentiaalmeetkunde en differentiaal-
topologie. Ze komen ook voor in diverse onderdelen van de natuurkunde.

Veel aandacht zal besteed worden aan de cotrdinaatvrije, meetkundige definities én aan de
berekeningen in locale codrdinaten. Zowel in contrast met elkaar als elkaar ondersteunend. Als
een toepassing hiervan zal de algemene stelling van Stokes, betreffende integratie over randen van
variéteiten van willekeurige dimensie, een heel eenvoudig bewijs krijgen. Als de tijd het toelaat zal
ook gekeken worden naar geodeten en kromming in de (pseudo-)Riemann’se meetkunde.

Er zijn talloze leerboeken over differentiaalmeetkunde, daarvan zijn Spivak [14, Vol. 1] en
Abraham, Marsden and Ratiu [1] bij vroegere versies van dit college gebruikt. Buitengewoon
grondig is Kobayashi and Nomizu [11]. Vanwege hun voortreffelijke eigenschappen zijn deze boeken
zeer aan te bevelen. Onder andere zijn ze door hun volledigheid beter bruikbaar als naslagwerk
dan dit collegedictaat. Overigens zal zelfs uit deze tekst nog een keuze gemaakt moeten worden, in
een cursus van twee uur per week gedurende één semester.

Bij het college is een werkcollege, waarbij iedere week een drietal opgaven wordt opgegeven,
soms met aanwijzingen erbij. Men krijgt een week de tijd om ze zo goed mogelijk te maken. Op
het werkcollege wordt aan een student (telkens een ander) gevraagd om voor het bord te komen
vertellen wat daar uit kwam. Het is daarbij helemaal niet erg om te melden dat men onderweg
ergens gestrand is; men wordt dan wel gevraagd om zo goed mogelijk te verwoorden wat het
probleem was waar men op is blijven steken. Gezamenlijk zullen we dan op het werkcollege eruit
proberen te komen. Aan de studenten wordt ook gevraagd om, op het college, in de pauze, of
tijdens het werkcollege, te melden wat van het college niet goed overgekomen is. Dit is voor een
docent de enige manier om erachter te komen wat in het college beter anders gedaan kan worden.

Het symbool [J aan de rechterkant geeft het einde van een bewijs aan, terwijl @ het einde van
een definitie, opmerking, of voorbeeld markeert.
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Hoofdstuk 1

Topologische en Analytische
Begrippen

In dit hoofdstuk herhalen we een aantal basisbegrippen uit de Topologie en Analyse, die we in het
vervolg geregeld zullen gebruiken. Dit dient ook om de notaties en de terminologie vast te leggen.

Lees het door en aarzel niet om vragen te stellen over onduidelijke punten. Anderzijds is het
in dit stadium niet nodig om alle details volledig te beheersen; de mededelingen in dit hoofdstuk
mogen ter kennisneming aangenomen worden.

Meestal zult U met de theorie geconfronteerd zijn geweest in toenemende mate van algemeen-
heid. Ter afwisseling beginnen we hier met zeer algemene topologische ruimten en eindigen met de
analyse in R™.

1.1 Topologische Ruimten

Definitie 1.1.1 Zij V een verzameling. Een topologie in V is een collectie O van deelverzamelingen
van V', de open verzamelingen genaamd, met de volgende eigenschappen.

)PeOenVeO.
ii) As Ac Oen Be O,danis ANB € O.

iii) De vereniging van iedere collectie van open verzamelingen is open.

Een topologische ruimte is een paar (V, O), bestaande uit een verzameling V' en een topologie O in
V. Q

Alsz € Ven A CV, dan heet A een omgeving van z in V' (met betrekking tot de topologie O,
men zegt dit er niet steeds bij), als er een U € O is met x € U en U C A.

Men noemt in dit geval z een inwendig punt van A. De verzameling van de inwendige punten
van A heet het inwendige A™ van A. Deze verzameling is gelijk aan de vereniging van alle open
verzamelingen die in A bevat zijn. Daarmee is A™ open; het is de grootste open verzameling die
in A is bevat. A is zelf open, dan en slechts dan als A = A,

Voor een willekeurige deelverzameling A van V is de afsluiting A van A in V gedefinieerd als de
verzameling van alle punten x € V met de eigenschap dat U N A # () voor iedere open omgeving U
van x. Men zegt dat A een gesloten deelverzameling is van V als A = A.
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Uit de definitie volgt dat _
VA= (V\A)™, (1.1.1)

ofwel het complement van de afsluiting is gelijk aan het inwendige van het complement. Hieruit
lezen we af dat A gesloten is, dan en slechts dan als het complement V' \ A van A open is. Verder,
dat A gelijk is aan de doorsnede van alle gesloten B met B D A. Anders gezegd, A is de kleinste
gesloten verzameling die A omvat.

Als A C V, dan is de rand van A in V gedefinieerd als
DA = A\ A™, (1.1.2)

Gebruikmakend van (1.1.1), zien we dat OA bestaat uit de punten die zowel in de afsluiting van A
als in de afsluiting van het complement V' \ A van A liggen. Het complement van 0A is gelijk aan
de vereniging van het inwendige van A en van het inwendige van V' \ A.

Men noemt de topologische ruimte (V, Q) discreet als iedere x € V' een omgeving U heeft die
alleen het element z bevat. Dit betekent dat, voor iedere z € V, de verzameling {z} open is.
Daarmee is iedere deelverzameling A van V open, als vereniging van de verzamelingen {x} met
x e A

ledere verzameling V' kan altijd worden voorzien van de discrete topologie, bestaande uit de
collectie van alle deelverzamelingen van V. Het andere uiterste is O = {0, V'}, men spreekt in dit
geval van de triviale topologie.

Men zegt dat een topologie O Hausdorff’s is, als er voor iedere x,y € V met x # y een omgeving
A van z en een omgeving B van y is, waarvoor ANB = (). De discrete topologie is altijd Hausdorff’s,
de triviale alleen maar als V' ten hoogste één element heeft.

1.2 Compactheid, Samenhang, Relatieve Topologie

Definitie 1.2.1 Zij K C V. Een open overdekking van K is een collectie van open deelverzame-
lingen U;, ¢+ € I met
K c|Ju. (1.2.1)
iel
Hierin is I een willekeurige indexverzameling, eindig of oneindig. Men zegt dat K compact is, als
iedere open overdekking U;, ¢ € I van K een eindige deeloverdekking van K bevat. Dat wil zeggen,
er is een eindige deelverzameling E van I, waarvoor (1.2.1) geldt met I vervangen door E. %)

In een Hausdorff’se topologische ruimte is iedere compacte verzameling gesloten. Verder is iedere
gesloten deelverzameling van een compacte verzameling compact. Daarmee zijn in een compacte
Hausdorff’se topologische ruimte de begrippen “compact” en “gesloten” equivalent. Iedere eindige
verzameling is compact. Omgekeerd, is V' compact en discreet, dan is V eindig.

De topologische ruimte (V, O) heet lokaal compact, als iedere x € V een compacte omgeving in

V heeft.

Definitie 1.2.2 Een deelverzameling S van V heet samenhangend als het niet mogelijk is om
twee open verzamelingen A en B te vinden, waarvoor SN A # (0, SNB #0, SNANB =0 en
S C (AU B). De verzameling V is samenhangend, dan en slechts dan als A C V', A is open én A
is gesloten impliceert dat A =0 of A=V. )



Zijn S en T samenhangend en is S NT # (), dan is S U T samenhangend. Daarmee is voor
iedere z € V de vereniging S, van alle samenhangende S met x € S, een samenhangende deel-
verzameling van V. S, is de grootste samenhangende deelverzameling van V' die z bevat en heet
de samenhangscomponent van x in V. Als z,y € V dan is ofwel S, = Sy, ofwel S, NS, = 0. De
verzameling V' valt daarmee in samenhangscomponenten uiteen.

Men noemt de topologische ruimte (V, O) lokaal samenhangend als iedere x € V' een samenhan-
gende omgeving heeft. In zo’n ruimte zijn de samenhangscomponenten open deelverzamelingen.
Omdat het complement van een samenhangscomponent S gelijk is aan de vereniging van de andere
samenhangscomponenten, is V' \ S open, dus S is ook gesloten.

Definitie 1.2.3 Is W een willekeurige deelverzameling van V', dan definieert
Ow ={ANW | Aec O} (1.2.2)
een topologie in W, de relatieve topologie genaamd. %)

Is (V, O) Hausdorft’s, dan is (W, Ow ) Hausdorfl’s. W is een compacte ruimte ten aanzien van
de relatieve topologie, dan en slechts dan als W compact is als deelverzameling van V. Hetzelfde
met overal “compact” vervangen door “samenhangend”. Maar Oy C O geldt alleen maar als W
open is in V.

Voor iedere gesloten deelverzameling A van V is ANW gesloten in W ten aanzien van de relatieve
topologie. Maar de omkering, dat iedere gesloten deelverzameling van (W, Oy ) ook gesloten is in
V, geldt alleen maar als W zelf een gesloten deelverzameling is van V.

1.3 Convergentie en Continuiteit

Definitie 1.3.1  Zij (V, O) en (W, P) topologische ruimten en zij f een afbeelding van V naar
W. Als a € V en b€ W, dan zegt men dat f(z) naar b convergeert als x naar a gaat, notatie
lim f(z) = b, (1.3.1)
r—a
als er bij iedere omgeving B van b in W een omgeving A van a in V' is, waarvoor geldt dat f(z) € B,
zodra x € A.

Als f slechts in een deelverzameling D van V' gedefinieerd is, dan wordt deze definitie ook nog
toegelaten, alleen met A vervangen door AN D. Men zegt dat f continu in het punt a is, als a € D
en f(z) naar f(a) convergeert als z naar a gaat. De afbeelding f heet continu als voor iedere a € D
geldt dat f continu is in het punt a. Dit is equivalent met de voorwaarde dat f continu is van D
naar W, met in D de relatieve topologie als deelverzameling van V. In de rest van deze paragraaf
nemen we aan dat V = D. %)

Voor A C V noteert men

fA) ={f(x) e W |z e A} (1.3.2)
voor het beeld van A onder f. Is B C W dan heet

fY(B)={zecV|f(z)e B} (1.3.3)

het wvolledige origineel van B in V', voor de afbeelding f.
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Lemma 1.3.1 De volgende uitspraken (a)-(c) zijn equivalent.
(a) f:V — W is continu.
(b) Voor iedere open deelverzameling B van W is f~1(B) een open deelverzameling van V.

(¢c) Voor iedere gesloten deelverzameling B van W is f~*(B) gesloten in V.

De afbeelding f heet een topologisch isomorfisme, of een homeomorfisme van V naar W, als f
bijectief is, f continu is en ook de inverse afbeelding f ~! continu is. In dit geval definieert A — f(A)
een bijectie van O naar P, met inverse B — f~1(B): P — O.

Is f: V — W continu en is K een compacte deelverzameling van V', dan is de beeldverzameling
f(K) compact in W.

Dit kan men ook gebruiken om het volgende te bewijzen. Zij V' compact en W Hausdorft’s. Zij
f een continue en bijectieve afbeelding van V naar W. Dan is de inverse f ! automatisch continu
van W naar V. Anders gezegd, dan is f een topologisch isomorfisme.

Is f: V — W continu en is S een samenhangende deelverzameling van V', dan is de beeldver-
zameling f(S) samenhangend in W.

Zij f een continue afbeelding van V naar W en g een continue afbeelding van W naar Z. Dan
is de samenstelling go f : * — g(f(x)) een continue afbeelding van V naar Z. Men zou dit de
kettingregel voor continue afbeeldingen kunnen noemen. Met de karakterisering (b) van continuiteit
wordt het bewijs heel kort.

In de topologie maakt men ook vaak gebruik van convergente rijen. Is (V, O) een topologische
ruimte en is (1), z(2),... een oneindige rij in V, dan zegt men dat de rij z(j) convergeert naar
b € V als j naar oneindig gaat, notatie

lim 2(j) = b,
j—oo
als er bij iedere omgeving B van b in V' een rangnummer N is, met de eigenschap dat z(j) € B
voor alle j met j > N. Als we de rij zien als afbeelding z van Z~y naar V', dan zien we dat dit in
de voorgaande definitie van convergentie past, als we de verzamelingen van de vorm

{1€Z]j=N}

als “omgevingen van co” opvatten.

Zij nu f continu van V naar W. Als de rij z(j) in V convergeert naar a, dan convergeert de rij
f(z(j)) in W naar f(a). Men noemt f ook wel rijtjescontinu als de laatste eigenschap geldt voor
alle rijtjes () in V. Dus: “f is continu” impliceert “f is rijtjescontinu”. In metrische ruimten
(zie hieronder) geldt ook de implicatie de andere kant op.

Definitie 1.3.2 Zij (V, O) en (W, P) topologische ruimten. Het Cartesisch product V' x W is
de verzameling van de geordende paren (v,w) met v € V en w € W. Men noemt C C V x W
open, als er bij iedere (v,w) € C een A € O en een B € P is, waarvoor (A x B) C C. Deze
open deelverzamelingen van V' x W definiéren een topologie R in V x W, die de producttopologie
in V x W genoemd wordt. @



Met betrekking tot deze topologie zijn de projecties
T (vw) v VW =V,
respectievelijk
o (v,w) = w: VXW =W,

op de eerste, respectievelijk de tweede factor, continue afbeeldingen. Men kan zelfs de product-
topologie karakteriseren als de zwakste (= met zo min mogelijk open verzamelingen) topologie in
V x W, waarvoor beide projecties continu zijn.

1.4 Metrische Ruimten

Definitie 1.4.1 Zij V een wilekeurige verzameling. Een metriek of afstandsfunctie in V is een
reéelwaardige functie d op V x V', met de volgende eigenschappen.

i) Voor alle z,y € V is d(z,y) > 0.

)
ii) d(z,y) =0, dan en slechts dan als z = y.

iii) Voor alle z,y € V geldt dat d(z,y) = d(y, z).

iv) Voor alle z,y,z € V geldt dat d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Men noemt d(z,y) de afstand van x naar y. Eigenschap iv) heet de driehoeksongelijkheid. Een
metrische ruimte is een paar (V, d), waarin V een verzameling is en d een metriek in V. @

Voor iedere a € V, r > 0 heet
B(a;r):={z eV |d(z,a) <r}, (1.4.1)

de bol om a in V met straal r. In een metrische ruimte (V, d) noemt men een deelverzameling A
van V' open als er voor iedere a € A een r > 0 is, met de eigenschap dat B(a; r) C A. Dit definieert
een topologie in V', de “door de metriek d gedefinieerde topologie”.

Zijn (V, dy) en (W, dy) metrische ruimten (met de bijbehorende topologieén) en is f een
afbeelding van V' naar W, dan is de uitspraak dat f(z) naar b convergeert voor z — a equivalent
met de volgende. Bij iedere € > 0 is er een § > 0 met de eigenschap dat als z € V en dy(z,a) < 9,
dan is dw (f(z),b) < e. We herkennen hier de ¢, d-definitie van convergentie.

De topologie van een metrische ruimte is altijd Hausdorff’s. Ook is in metrische ruimten rijtjes-
continuiteit equivalent met continuiteit.

Is W C V, dan is de beperking van d tot W x W een metriek in W. De bijbehorende topologie
in W is gelijk aan de relatieve topologie in W, beschouwd als deelverzameling van de topologische
ruimte V.

Zijn (V, dy) en (W, dw ) metrische ruimten, dan kan men in het Cartesisch product V' x W een
metriek invoeren door middel van

d((v,w), (x,9)) = [dv (v,2)* + dw (w,)*]/2.

5



De bijbehorende topologie is dan de producttopologie. Men kan zich afvragen of men niet eenvou-
diger in het rechterlid de som van dy (v,v’) en dy (w,w’) had kunnen nemen, of het maximum van
deze twee getallen. Inderdaad leidt dit in beide gevallen opnieuw tot een metriek in V' x W, waarvan
bovendien de topologie gelijk is aan de producttopologie. In feite is er een zeer grote vrijheid in de
keuze van metrieken met dezelfde topologie.

1.5 Genormeerde Lineaire Ruimten

Definitie 1.5.1 Zij E een lineaire ruimte over R. Een norm in E is een reéelwaardige functie
x + ||z||, met de volgende eigenschappen.

a) ||z|| > 0 voor alle z € E.

b) Als ||z|| =0, dan is = = 0.

c) AlsAeRenz e E,danis ||[Az| = [N ||z

d) Voor alle z,y € F geldt dat ||z +y|| < ||z + [ly]|-

Een genormeerde lineaire ruimte is een paar (E, || - ||), bestaande uit een lineaire ruimte F en een
norm z — ||z|| in E. %)

Een belangrijk voorbeeld is de Fuclidische norm in R"™, gedefinieerd door
n
lall = ol = (3 @)Y (15.1)
=1

Voor n =1 is dit de absolute waarde = — |z|, z € R.

Een ander bekend voorbeeld is de ruimte C' van de continue functies z(t) op een segment [a, b].
Dit is een lineaire ruimte ten aanzien van de puntsgewijze optelling en scalairvermenigvuldiging
van functies. Deze lineaire ruimte is oneindig-dimensionaal, zo vormen de functies t/, j = 0,1,2, ...
een oneindige rij lineair onafhankelijke elementen van C'. In C' definieert

[z = sup |z(t)] (1.5.2)
t€la, b]

een norm, de uniforme norm of supremumnorm geheten. Qok wordt wel eens de L2-norm

b
Joll = ([ lato) ) (153)

gebruikt, een variant op de Euclidische norm in R"™.

In een genormeerde lineaire ruimte £ wordt ||z — y| de afstand tussen x en y in E genoemd.
Dit definieert een metriek in E, waarbij de driehoeksongelijkheid nauw samenhangt met d). Om
deze reden heet d) ook wel de driehoeksongelijkheid voor de morm. Op zijn beurt leidt dit tot
een topologie in E. Tenzij uitdrukkelijk anders vermeld, gebruikt men na invoering van een norm
automatisch de bijbehorende metriek en topologie.
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In R" leidt zo de Euclidische norm tot het gebruikelijke Euclidische afstandsbegrip en de bij-
behorende topologische begrippen.

Als n = p+ ¢, dan is de topologie in R™ = RP x R? gelijk is aan de producttopologie van de
topologieén in R? en in RY. Anders gezegd, de topologie in R"™ is de zwakste topologie in R",
waarvoor de codrdinaatsfuncties

(1, 2,..., xy) — z; : R" = R,

continu zijn, voor alle 1 < 5 < n.

In een metrische ruimte V' heet een deelverzameling A begrensd als er een constante C' is met
de eigenschap dat d(z,y) < C voor alle z,y € A. In R" is een deelverzameling K compact, dan en
slechts dan als K begrensd is en gesloten. Daarmee is R"™ een lokaal compacte topologische ruimte.

Ter contrast: in een oneindig-dimensionale genormeerde lineaire ruimte is het niet mogelijk om
een bol te overdekken met een eindig aantal bollen met een kleinere straal.

In R zijn de intervallen precies de samenhangende deelverzamelingen. Hierbij is een interval
gedefinieerd als een deelverzameling I van R met de eigenschap dat a,b € I, a < b impliceert dat
la,b[C I.

Het bewijs hiervan is een goede oefening in het hanteren van de definities. In het bewijs dat
ieder interval samenhangend is, speelt de karakteristieke eigenschap van R, dat iedere begrensed
deelverzameling een kleinste bovengrens heeft, een essentiéle rol. Ter contrast: in Q bevat iedere
samenhangscomponent slechts én punt. Immers, bij ieder paar a,b € Q met a < b is er een
te R\ Qmet a<t<b Qis gelijk aan de vereniging van de disjuncte open deelverzamelingen
A =] —00,t(NQ en B =]t, 0[N Q. Omdat a € A en b € B, liggen a en b niet in dezelfde
samenhangscomponent van Q.

Definitie 1.5.2 Is (V, O) een topologische ruimte, dan is een kromme in V van x naar y een
continue afbeelding v van een interval [a,b] in R naar V, met y(a) = z, y(b) = y. Omdat I
samenhangend is en 7 continu, is 7(I) een samenhangende deelverzameling van V. Men noemt V'
boogsamenhangend, als er voor ieder paar x,y € V een kromme ~ in V' van x naar y bestaat. Een
boogsamenhangende ruimte is samenhangend. %)

Men noemt V' lokaal boogsamenhangend als iedere x € V een boogsamenhangende omgeving in
V heeft. Neem aan dat dit het geval is. Definieer nu S, als de collectie van y € V', waarvoor er een
kromme in V is die van x naar y loopt. Door krommen achter elkaar te doorlopen, ziet men dat
S, open is en boogsamenhangend. De conclusie is dat in een lokaal boogsamenhangende ruimte V'
de samenhangscomponenten boogsamenhangende, open en gesloten deelverzamelingen van V' zijn.

In een genormeerde lineaire ruimte is iedere bol B boogsamenhangend: neem voor x,y € B de
rechte lijn

y(t)=x+t(y —x), telo, 1]

Daarmee is iedere open deelverzameling van F lokaal boogsamenhangend.

1.6 Continue Lineaire Afbeeldingen

Lemma 1.6.1 Stel (E, ||-||g) en (F, ||-||r) zijn genormeerde lineaire ruimten en zij A een lineaire
afbeelding van E naar F. Dan is A continu, dan en slechts dan als er een constante C' > 0 is, met
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de eigenschap dat
[A@@)|lF < Clzllz (1.6.1)

voor alle x € E.

Als F = R", dan is iedere lineaire afbeelding A : E — F continu. Maar als E niet eindig-
dimensionaal is, dan is dit niet het geval. Zo is, voor t € [a, b], de afbeelding z — z(t) : C — R
niet continu, als C' de ruimte van continue functies in [a, b] is, voorzien van de L2-norm.

Soms wordt men in een gegeven lineaire ruimte E met twee verschillende normen | - ||; en || - ||2
geconfronteerd. In dit geval moet men bij convergentiekwesties erbij vermelden ten aanzien van
welke norm men werkt. De uitspraak, dat de identiteit in E continu is van (E, ||-]|1) naar (E, ||-||2),
betekent dat iedere rij in E die convergeert ten aanzien van || - |1 ook convergeert ten aanzien van
|- |l2. Men zegt in dit geval dat de norm || - ||; sterker is dan de norm || - ||2. Toepassing van (1.6.1)
geeft nu dat dit equivalent is met de existentie van een constante C' > 0, waarvoor

lz]l2 < C||z||1 voor alle z € E. (1.6.2)
De normen || - ||; en || - ||2 in E heten equivalent als || - |1 sterker is dan || - ||2 en vice versa. Anders
gezegd, als beide normen dezelfde topologie in E definiéren.
Als E = R", dan is de Euclidische norm sterker dan iedere norm || - || in E. Maar dan laat

Hizll =yl < llz = yll < Clle = yllzua

zien dat dat x — ||z|| continu is ten aanzien van de Euclidische norm. De sfeer met straal 1 om
de oorsprong is compact, het beeld B onder z +— ||z|| is daarmee compact in R, dus gesloten. Dit
geeft dat ¢ :=inf B € B, dus ¢ > 0. Daarmee is ||z|| > ¢ zodra ||z|guea = 1, hetgeen impliceert dat

1
||‘T||Eucl < ZHmH
voor alle z € R™. Conclusie:
Stelling 1.6.2 In een eindig-dimensionale lineaire ruimte zijn alle normen equivalent.

Zijn E en F genormeerde lineaire ruimten, dan noteren we met L(E, F') de verzameling van
alle continue lineaire afbeeldingen van E naar F. Met de puntsgewijze optelling en scalairverme-
nigvuldiging is L(F, F') een lineaire ruimte. Voor iedere A € L(E, F') schrijven we

|A|| = inf{C > 0| ||[A(z)||r < C||z||g voor alle = € E}. (1.6.3)

De functie A — ||A|| definieert een norm in L(E, F'), de operatornorm genaamd.
Er geldt dat
[A@)[[F < Al - |2l

voor iedere x € E, A € L(FE, F), een prettige schatting in het gebruik.

Als F = R" en F = RP, dan is iedere lineaire afbeelding van E naar F' continu. Een lineaire
afbeelding A van R™ naar R? worden gegeven door haar matriz A;;:

n
Ax)i=> Ayzj, s€R", 1<i<p. (1.6.4)
j=1



De matrix van A wordt gewoonlijk genoteerd als een rechthoek, met A;; in de i-de rij en de j-de
kolom. De j-de kolom is gelijk aan het beeld van de j-de basisvector.

De afbeelding die aan A € L(R", RP) zijn matrix toevoegt is een lineair isomorfisme van
L(R™, RP) naar R"P. De eindig-dimensionaliteit van L(R", RP) geeft dat iedere norm in L,(R", RP)
equivalent is met de operatornorm.

Deze opmerkingen over equivalentie van normen dienen vooral om duidelijk te maken dat men
zich er in de eindig-dimensionale situatie niet aan hoeft te storen als men met andere normen gecon-
fronteerd wordt dan die waaraan men gewend was. Voor convergentiebeschouwingen en grootte-orde
schattingen maakt dit dan geen verschil.

Het toelaten van oneindig-dimensionale lineaire ruimten in de discussie dient om het oog te
openen voor de mogelijkheid om de theorie tot oneindig-dimensionale variéteiten te generaliseren.
Hoewel hiervan interessante toepassingen bestaan, zullen we ons in dit college niet op dit terrein
begeven.

1.7 Differentieerbare Afbeeldingen

Definitie 1.7.1 Zij E en F genormeerde lineaire ruimten, € F, U een omgeving van z in E en
f een afbeelding van U naar F. Men noemt f differentieerbaar in het punt x € U, indien er een
A€ L(E, F) is, waarvoor

ol @) = f@) = AW/ ] = O (1.7.1)

De A € L(E, F) hierin is eenduidig bepaald en heet de totale afgeleide D f(x) van f in het punt
z. %)

Als E =R, dan is A(h) = h A(1) en we noteren

fi(z) =D f(z)(1) [f(z+h) = flx)] e F (1.7.2)

= lim %
h—0, h#0

voor de afgeleide van f in het punt x. In deze situatie kunnen we f interpreteren als een kromme
in F. Interpreteren we x als de tijdsvariabele en f(x) als de positie, dan krijgt de vector f'(x) € F
de interpretatie van de snelheid ten tijde x van de beweging f.

Als E=R", dan is

A(h) =) hy Ale(5),
j=1

als e(j) de j-de basisvector in R"™ voorstelt. Dat wil zeggen, e(j); = 1, e(j)r, = 0 als k # j. We
zien nu dat A(e(j)) gelijk is aan de afgeleide in z; van de functie

fj |—>f(a?1,..., Tj—1, fj, LTjdly-ens $n) (1.7.3)

van één variabele. Deze afgeleide heet de partiéle afgeleide in het punt x van f met betrekking tot
de j-de variabele en wordt met

9;f (x) = % = D f(x)(e(5) (1.7.4)



genoteerd. Men noemt f partieel differentieerbaar met betrekking tot de j-de variabele, in het
punt z, als (1.7.3) differentieerbaar is in het punt x;. We hebben hiermee vastgesteld dat als f
differentieerbaar is, dan is f partieel differentieerbaar met betrekking tot iedere variabele.

Is F' = RP, dan kunnen we f(x) schrijven als

f(@) = (filx), f2(@), ..., fo(@),

waarin iedere f; een reéelwaardige functie is op U, de i-de codrdinaatsfunctie van f genaamd. De
i-de codrdinaat van D f(z)(h) is gelijk aan D f;(x)(h), op deze manier kan de berekening van D f(z)
teruggebracht worden tot de berekening van de afgeleiden van de reéelwaardige functies f;.

Als F =R, dan is D f(z) € L(E, R). In dit geval is het gebruikelijker dat de totale afgeleide
met een kleine letter d genoteerd wordt, dus

D f(z) = df(x) voor reéelwaardige functies f. (1.7.5)

De lineaire ruimte L(E, R) heet de topologische duale van E en wordt met E’ genoteerd.

De ruimte van alle lineaire functies : £ — R heet de algebraische duale E* van E. Als E
eindig-dimensionaal is, dan is £’ = E*. Bovendien heeft in dit geval E* dezelfde dimensie als E.
In concreto, als E = R™ dan wordt A € L(R", R) geidentificeerd met zijn matrix, een rijvector ter
lengte n.

Als E =R" en F = RP, dan heeft D f(z) € L(R", RP) de matrix 0; f;(x), ook wel de Jacobi-
matriz van de afbeelding f genoemd. De betekenis van deze matrix is dat, voor h — 0, de lineaire
benadering van f;(x + h) — fi(z) gegeven wordt door

Ofi(x
%ﬂ_) hj. (1.7.6)

J=1

Als p = n, dan kan f opgevat worden als een transformatie in R™. In dit geval is D f(z) een lineaire
transformatie in R, waarvan de determinant gevormd kan worden. Dit getal heet de Jacobi-
determinant van f in het punt z, deze treedt op als factor bij de substitutie van van variabelen
y = f(z) in een n-dimenionale integraal.

Een belangrijke rekenregel is de kettingregel voor differentieerbare afbeeldingen.

Stel E, F en G zijn genormeerde lineaire ruimten. Zij f een afbeelding van een omgeving U
van a in E, naar F. Verder g een afbeelding van een omgeving V' van f(a) in F, naar G. De
samenstelling g o f :  — g(f(z)) is een afbeelding van D = U N f~Y(V) naar G. De kettingregel
zegt nu:

Stelling 1.7.1 Neem aan dat f differentieerbaar is in het punt a en g differentieerbaar is in het
punt f(a). Dan is go f: D — G differentieerbaar is in het punt a en

D(go f)(a) =Dyg(f(a)) o D f(a). (1.7.7)

Merk op dat de continuiteit van f(z) in z = a geeft dat D een omgeving is van a in E.
Het idee achter de kettingregel is dat f(a+ h) — f(a), voor kleine ||h| g, lineair benaderd wordt
door D f(a)(h). Op zijn beurt wordt g(b+k)—g(b) voor kleine || k|| z lineair benaderd door D g(b)(k).
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Hierin b = f(a) en k = D f(a)(h) substituerend, krijgen we het vermoeden dat g(f(a+h))—g(f(a))
lineair benaderd wordt door D g(f(a))(D f(a)(h)).

Als A € L(R™, RP), B € L(R?, R?), dan is de matrix van Bo A € L(R", RY) gelijk aan het
(matrix-)product van de matrices van B en van A. Hiermee krijgt, als F = R", F = RP, G = RY,
de kettingregel (1.7.7) de gedaante

(Bi(gr 0 1)) (a) = Y (9i97) (f(a)) (8if;) (a). (1.7.8)

J=1
Soms ziet men dit in een vereenvoudigde notatie:

p
Oz _ dzr 0Yj
ox; Oy; Ox;°
7j=1

Hierbij heeft men y = f(x), z = g(y) = (g o f)(x) gebruikt om de letter f te vervangen door y,
terwijl z zowel staat voor de functie z = g(y) van y als voor de functie z = (g o f)(z) van z. In de
notatie is bovendien de bedoeling vervat dat de afgeleide van z, naar x; berekend moet worden in
het punt z, terwijl de afgeleide van z, naar y; berekend moet worden in het punt y = f(z). Dit is
best handig in het gebruik, als je goed in de gaten houdt wat er bedoeld wordt.

Als f en g twee differentieerbare reéelwaardige functies zijn van de reéle variabele z, dan is het
product fg:x+— f(z)g(x) differentieerbaar en

(f9)(x) = g(=) () + f(2) g'(2). (1.7.9)

Dit kan gezien worden als een toepassing van de kettingregel, door f g te zien als de samenstelling
van de afbeelding h : z — (f(z), g(z)) : R — R? met de productafbeelding p : (u, v) — uv: R? —
R. Dit lijkt misschien wat gekunsteld, maar als men naar de termen kijkt die in het bewijs van
(1.7.9) verschijnen, dan zijn dat dezelfde als in het bewijs van de kettingregel voor p o h.

1.8 Hogere Orde Afgeleiden

Zij nu f een afbeelding van een open deelverzameling U van een genormeerde lineaire ruimte F,
naar een genormeerde lineare ruimte F'. Men zegt dat f differentieerbaar is, als f differentieerbaar
is in ieder punt x van U. In dit geval wordt

Df:xz—Df(x)

een afbeelding van U naar L(E, F'). Nu is L(E, F) een genormeerde lineaire ruimte (met de
operatornorm), dus kunnen we van D f de continuiteit en differentieerbaarheid onderzoeken. Men
zegt dat f continu differentieerbaar is, als f : U — F differentieerbaar is en D f : U — L(E, F)
continu. De ruimte van continu differentieerbare afbeeldingen van U naar F wordt met C*(U, F)
aangeduid.

Als E=R" danis f € C1(U, F), dan en slechts dan als voor iedere 1 < j < n de afbeelding f
partieel differentieerbaar is naar de j-de variabele en 0, f een continue afbeelding is van U naar F.
Indien ook nog F' = RP, dan luidt de voorwaarde dat voor iedere 1 < i <pen 1 < j <n de functie
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fi partieel differentieerbaar is naar de j-variabele en J; f; een continue reéelwaardige functie is op
U.

Opgemerkt kan worden dat partieel differentiéren een begrip is dat afhangt van de keuze van
lineaire codrdinaten, terwijl differentieerbaarheid volgens (1.7.1) daar niet van afhangt. Differen-
tieerbaarheid volgens (1.7.1) is een eerste voorbeeld van een “codrdinaatonafhankelijk begrip”.

Hogere orde differenticerbaarheid kan nu met inductie naar de orde worden ingevoerd. We
definiéren, met inductie over k:

1%E, F)=F, 1¥E, F)=LE, 1LF"Y(E, F))als k> 0. (1.8.1)

De afbeelding f : U — F is k keer differentieerbaar, als DF~! f : U — LF~1(E, F) differentieerbaar
is. Daarbij is de k-de totale afgeleide D f(z) van f in het punt € U gedefinieerd als

DF f(z) = DDF L f)(z) € L¥(E, F). (1.8.2)

Men zegt dat f k keer continu differentieerbaar is, als bovendien D* f een continue afbeelding is
van U naar L¥(E, F). De ruimte van k keer continu differenticerbare afbeeldingen van U naar F
wordt met C*(U, F) aangeduid. Als F' = R dan schrijft men vaak C¥(U) in plaats van C*(U, R).

De notatie wordt verder aangevuld met C°(U, F) voor de de ruimte van continue afbeeldingen
van U naar F. Men noemt de afbeelding f : U — F willekeurig vaak differentieerbaar of glad als
f € C¥(U, F) voor iedere k. De ruimte van gladde afbeeldingen van U naar F wordt met C*°(U, F)
genoteerd. Het voordeel van deze ruimte is, dat bij differentiatie geen boekhouding bijgehouden
hoeft te worden van de differentieerbarheidsgraad. Als f € C* dan is D f € C*°, terwijl voor
eindige k slechts geldt dat D f € CF~ ! als f € CF. Vaak ziet men stellingen geformuleerd in de
categorie van gladde functies, terwijl het bewijs laat zien dat ze in een grotere ruimte C¥, met
eindige, kleine k, geldig zijn. De auteur heeft dan geen zin gehad om de differentieerbaarheidsgraad
bij te houden; wij zullen dit ook wel eens doen.

Zij A € LF(E, F). Voor iedere hy € E is A(hy) € LFY(E, F). Voor iedere hy € E is
(A(h1))(h2) € LF=2(E, F). Zo doorgaand hebben we tenslotte aan een k-tal vectoren hq, ..., hy €
E een element van F' toegevoegd. Om een oerwoud van haakjes te vermijden, noteren we dit
element als A(hy,..., hi). Beschouwd als functie van (hy, ..., hi) € E*, het k-voudige Cartesisch
product van E met zichzelf, wordt hiermee A een afbeelding van E* naar F. Deze afbeelding is
k-lineair in de zin dat, voor iedere j, de afbeelding

h]’ b—)A(hl,..., hjfl, hj, hj+1,..., hk) (183)
lineair is van F naar F. In het bijzonder krijgen we dat
A(thy, ..., thy) =tF A(hy, ..., hy)

voor iedere t € R. Daarmee is A geen lineaire afbeelding van E* naar F zodra k > 1 en A # 0,
maar gedraagt zich op iedere rechte lijn door de oorsprong als een homogene functie van de graad
k.

Zij f € C¥(U, F) en x € U. Voor iedere h € E definieert g(t) = f(z + th) dan een CF-functie
van één reéle variabele t, voor ¢ in een omgeving I van 0 in R. Daarbij is [0, 1] C I als ||h|| < § en
B(z; §) C U. Met inductie naar k krijgen we voor de k-de orde afgeleide van g de formule

g®(t) = D* flx +th)(h, h,..., h).
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De Taylorontwikkeling voor een functie van één variabele geeft:

) 1 k-1
o)=Y 4090 + [ Gt g0

Lo ket
R ) = [ O 60 — g )] . (1.8.4)

Is | D* f(y) — D* f(2)| < & zodra ||y — z|| < &, dan lezen we hieruit de volgende schatting af voor
de restterm Ry(x,h):
| Ri(z, h)|| < e ||hl* als ||A] <. (1.8.5)

Als E = R", dan zijn de herhaalde partiéle afgeleiden van f gelijk aan
k xT . .
2Ok () (e(in), . elin)), (1.8.6)
’Ll Zk

als de e(j) € R" de standaardbasis in R" voorstellen. Het is bekend dat voor C2-functies f geldt
dat

P f(z) _ 0*f(z)
dz; afcj = 9, azi (1.8.7)

voor alle 7 en j. Zie bijvoorbeeld Analyse B. Dit berust op het volgende
Lemma 1.8.1 Zij S en T intervallen in R, f een continue functie in S x T. Veronderstel dat

f(s, t) differenticerbaar is naar beide variabelen, dat s +— %(s, t) differentieerbaar is en dat de
functies

(s, ) = 2t

ot
0f(s,t)
(s, t) = =5~
02 f(s,t
(5 1) = 57
continu zign in S X T. Dan ist — W differentieerbaar en
Pf(s,t) _ 9*f(s,1)
8t§5 - 88215 (188)

voor alle (s, t) € S x T.

Bewijs Kies sg € S, tg € T. Uit de aannamen volgt dat
t
F(s, t) = f(s, to) +/ A1) g
to
P t s 52
f(s0.7) g7 4 / / THeD) 4o dr.
to Y so
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Omdat de integrand in de dubbelintegraal een continue functie van beide variabelen is, mogen we
daarin de integratievolgorde verwisselen. Daarna geeft differentiatie naar s dat

t
Of(s,t) _ 0f(s,to) 9 f(s.1)
az - T +/ 5 dTv
0

s 0s0T
Dit is differentieerbaar met betrekking tot ¢ en de afgeleide naar ¢ is gegeven door (1.8.8). U
Met inductie naar k geeft (1.8.7) dat iedere permutatie van de rangnummers i1, ..., it in (1.8.6)

dezelfde grootheid oplevert. Dit geeft ook dat de k-lineaire afbeelding D* f(z) : E¥ — F symme-
trisch is onder verwisseling van de argumenten.
De symmetrie van de hogere orde partiéle afgeleiden laat het toe om deze allemaal in de gedaante

0% f(z) = 8™ ... 8% f(x) (1.8.9)

te schrijven. Hierin is a@ = (a,..., ay), met o € Z>q een zogenaamde multi-index. Men noemt

n
o] = ay (1.8.10)
j=1

de orde van a. Met de notaties

n n
e =1Ir7 ot =]]e (1.8.11)
j=1 i=1

krijgen we dat

ADFf@)(h, . h) = > 807 f(x). (1.8.12)

la|=k

Dit substituerend in (1.8.4) krijgen we de Taylorformule voor functies van n variabelen in termen
van de partiéle afgeleiden tot en met de orde k:

flw+h) =Y 207f(x)+ Ri(x,h). (1.8.13)

jal <k

Met inductie over k geeft de kettingregel dat go f € C* als f € C* en g € C* en men krijgt een
recursieve formule voor DF(go f)(x) in termen van de afgeleiden van f en van g tot en met de orde
k. De uitwerking van deze formule wordt in een hoog tempo zeer gecompliceerd bij toenemende
k. Voor E = R™ worden deze formules in termen van de hogere orde partiéle afgeleiden net zo
gigantisch.

1.9 Analytische Afbeeldingen

Wanneer f € C*°(U, F) en we hebben een lokaal uniforme schatting van de vorm
I D" f(z)]| < Ck!/6* voor alle k,
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dan geven (1.8.4) en (1.8.5) dat
f@)=>_ 4D f(a)(h,..., h) (1.9.1)
j=0

als x = a+ h en ||h|| < 6. Anders gezegd, de Taylorreeks van f convergeert en f(x) wordt, voor x
dichtbij a gegeven door de Taylorreeks in het punt a. Is dit het geval voor iedere a € U, dan noemt
men f een reéel-analytische afbeelding van U naar F'.

De verzameling van alle reéel-analytische afbeeldingen van U naar F wordt met C¥(U, F)
aangeduid. Hierbij is de conventie dat co < w, zodat altijd C* O C! correspondeert met k < 1.

Als functie van h is het rechterlid in (1.9.1) een machtreeks. Net als voor functies van één
reéle variabele, definieert iedere convergente machtreeks een reéel-analytische functie. Dat wil
zeggen, de machtreeks is willekeurig vaak differentieerbaar en de coefficienten corresponderen met
de afgeleiden. Er geldt een kettingregel voor reéel-analytische afbeeldingen: go f € C¥ als f € C¥
en g € C¥. Dit is equivalent met de uitspraak dat substitutie van een een convergente machtreeks
in een convergente machtreeks opnieuw een convergente machtreeks oplevert. Ook is de afgeleide
van een reéel-analytische functie weer reéel-analytisch.

We beschouwen nu R” als deelverzameling van C" ~ R?", een complex-lineaire ruimte van
dimensie n, maar van dimensie 2n als we C" als lineaire ruimte over R opvatten.

Als een RP-waardige machtreeks in A € R™ convergeert voor ||h|| < ¢, dan convergeert deze
meteen ook voor h € C" met ||h|| < 0. De CP-waardige functie f van h € C" die dit oplevert, heeft
de eigenschap dat D f(z) een complex-lineaire afbeelding is van C™ naar CP. We herinneren hier
aan het feit dat als ¥ en F' complex-lineaire ruimten zijn, dan is een afbeelding A : £ — F' complex-
lineair, dan en slechts dan als A : E — F reéel lineair is en bovendien voldoet aan A(ih) = tA(h)
voor alle h € E.

Zij nu ) open in C™. Een afbeelding f : 2 — CP heet complex-analytisch of holomorf, als
f € CY(f, CP) en D f(x) een complex-lineaire afbeelding is van C™ naar CP, voor iedere z € ().
De ruimte van holomorfe afbeeldingen van 2 naar C? wordt met O(€2, CP) aangeduid.

Uit het voorgaande blijkt dat iedere reéel-analytische afbeelding f : U — RP, met U open in
R"™, een uitbreiding heeft tot een complex-analytische afbeelding ¢ van ) naar CP, waarbij {2 een
open deelverzameling is van C™, U C ).

Omgekeerd heeft iedere complex-analytische functie f : 2 — CP een convergente machtreeks-
ontwikkeling. Zij «y;, voor 1 < j < n, kringen in C met de eigenschap dat = € {1 zodra voor iedere
j de j-de codrdinaat x; van x op of binnen v; ligt. De integraalformule van Cauchy, toegepast op
ieder van de variabelen, geeft dan dat

zodra (; binnen «; ligt voor iedere j. In de integrand

o0

e =D (—a) NG gt

k=0

substituerend, krijgen we de gewenste machtreeksontwikkeling in het punt a (met a; binnen ; voor
iedere 7).
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Daarmee is de uitspraak, dat een afbeelding f reéel-analytisch is, equivalent met de uitspraak
dat f een uitbreiding heeft tot een complex-analytische afbeelding ¢, gedefinieerd op een complexe
omgeving van het definitiegebied van f.

Deze identificatie leidt bijvoorbeeld tot het volgende eenvoudige bewijs voor de kettingregel voor
reéel-analytische afbeeldingen. Als f, respectievelijk g reéel-analytisch zijn, dan hebben ze complex-
analytische uitbreidingen ¢, respectievelijk 1. Vanwege de kettingregel voor Cl-afbeeldingen, is
og¢ e Clen geldt dat

D(¥ o 9)(x) =D (d(x)) o D p(x).
Maar het rechterlid is, als samenstelling van twee complex-lineaire afbeeldingen, een complex-

lineaire afbeelding en de conclusie is daarom dat 1 o ¢ complex-analytisch is. Daarmee is go f, de
beperking van 1 o ¢ tot het reéle domein, een reéel-analytische afbeelding.

Voorbeeld 1.9.1 Niet iedere C*°-afbeelding is reéel-analytisch. Zo is de functie y : R — R,
gedefinieerd door x(z) = e~ Y/* als £ > 0 en x(z) = 0 als = < 0 willekeurig vaak differentieerbaar.
De Taylorreeks in de oorsprong heeft alle termen gelijk aan 0, dus x(z) is niet gelijk aan deze
Taylorreeks als > 0. Hiermee is x(z) in geen enkele omgeving van x = 0 reéel-analytisch. %)

1.10 De Impliciete-functiestelling

In veel situaties wordt men geconfronteerd met een stelsel van n vergelijkingen

fl(xlr"?xn; y17"'7yp) = 07
: o (1.10.1)
fn(xl"'wxn; yl,---ayp) = 07
voor n reéle onbekenden z1,..., x,, met p reéle parameters yi,..., y,. Soms heeft men zelf de

vrijheid welke van de variabelen men als onbekenden en welke als parameters wil opvatten, in
andere gevallen is de rolverdeling door het probleem vastgelegd.

In de nu volgende stelling noteren we de totale afgeleide van x +— f(x, b) in het punt z = a met
%(a, b). Dit is een lineaire afbeelding van R™ naar R, met

matrix van g—i(a, b) = ggj (a, b)|i<i j<n- (1.10.2)

Voor een lineaire afbeelding A van R"™ naar R™ gelden de volgende equivalenties: A is inverteerbaar
(bijectief) <= A is injectief <= de rijen van de matrix van A zijn lineair onafhankelijk <= A is
surjectief <= de kolommen van de matrix van A zijn lineair onafhankelijk.

Stelling 1.10.1 Veronderstel dat W een open deelverzameling is van R™P = R"™ x RP en zij
f e Ck(W, R™), k > 1. Verder nemen we aan dat (a,b) € W, f(a,b) =0 en dat %(a,b) :R" - R"
een inverteerbare lineaire afbeelding is. Dan is er een open omgeving A van a in R™ en een open
omgeving B van b in RP, met de eigenschap dat er bij iedere y € B precies één x = ¢Y(y) € A is,
die voldoet aan (1.10.1). Verder is ¢ € C*(B, R"™).

De eenduidigheid geeft dat 1(b) = a. De functie ¢ is “impliciet gedefinieerd” door middel van
de vergelijking f(¢(y), y) = 0, vandaar dat de bovenstaande stelling de “impliciete-functiestelling”

16



genoemd wordt. Een bewijs en uitgebreide bespreking kan in het Analyse C dictaat gevonden
worden.

Voor iedere 1 <i<nenl<k<plevert differentiatie van f;(¢(y), y) = 0 naar y; dat
n

Ofi(w.y) 9i(y) _ _ Ofi(w.y) _
ol Tl =~ et T =), (1.10.3)

j=1

de wariatievergelijkingen genoemd. Vergeet hierbij niet dat de afgeleiden genomen worden in de
punten (x, y) waarvoor x = 9(y).
of

De continuiteit van y — %2 (¢/(y), y) combinerend met de inverteerbaarheid hiervan in y = b,

krijgen we dat %(@Z)(y), y) inverteerbaar is voor alle y in een open omgeving B van b. Hiermee kan
D ¢(y) uit de variatievergelijkingen (1.10.3) opgelost worden:

D¥(y) = - W (), v) " o G W), v), yveB. (1.10.4)

Hierin is
o)
5L, b)

een notatie voor de totale afgeleide van y — f(a, y) in het punt y = b; dit is een lineaire afbeelding
van RP naar R"™. In (1.10.4) is deze afgeleide genomen in b = y en a = ¥ (y) genomen, alles bij
elkaar is dit een enigszins rammelende notatie. Uit (1.10.4) lezen we met inductie naar k af, dat
¢ € CF als f € CF. Daarmee volgt Stelling 1.10.1 voor k > 1 uit Stelling 1.10.1 voor k = 1.

De impliciete-functiestelling geldt ook voor reéel-analytische functies. Dat wil zeggen, met overal
CF vervangen door C*. Een bewijs hiervan kan gegeven worden door overgang op de complex-
analytische uitbreiding f van f naar een open omgeving W van W in C™ x CP. Er geldt dat
fec (W, C"). Verder is

L:= g—i(a,b) :C" - C"

gelijk aan de complex-lineaire uitbreiding van
L:= %(a,b) :R" = R".

L is inverteerbaar, zij heeft namelijk als inverse de complex-lineaire uitbreiding van L.

De impliciete-functiestelling geeft een omgeving B van b in CP en een ¢ € Cl(fﬁ’, C"), waarvoor
¥(b) = a en f((y), y) = 0 voor alle y € B. Verder kunnen we B z6 klein kiezen, dat (1.10.4)
geldt, met f, ¢ en B vervangen door f , ¢ en B. Maar hieruit lezen we af dat, voor iedere y € B,
de afbeelding D Q/;(y) complex-lineair is, hetgeen betekent dat ¢ een complex-analytische afbeelding
is.

Voor y € BN B hebben we nu

Vanwege de lokale eenduidigheid van de oplossingen x van de vergelijking f (z,y) = 0 concluderen
we hieruit dat 1 (y) = ¥(y) voor alle y in een omgeving van b in R™. Dit laat zien dat 1 reéel-
analytisch is.

17



Zij U en V open deelverzamelingen van R". Een CF-diffeomorfisme van U naar V is een
bijectieve afbeelding ¢ van U naar V, met de eigenschap dat ¢ € CF(U, R") en ¢ := o ! €
Ck(V, R™). Een dergelijke afbeelding kan gebruikt worden als substitutie van variabelen; vanwege
de kettingregel geldt voor een reéelwaardige functie f dat fop € C¥, dan en slechts dan als f € CF.

De kettingregel toepassend op ¥ o p(z) =z, x € U en op ¢ o (y) = y, y € V, zien we dat
D ¢(y) een links- en rechtsinverse is van D ¢(x) als y = ¢(x). Dit laat zien dat D ¢(z) inverteerbaar
is voor iedere x € U, als ¢ een Cl-diffeomorfisme is.

Zij U open in R, ¢ € C*(U, R"), 1 < k < w. Dan definieert

f(x,y) == p(r) —y

een CF-afbeelding van U x R™ naar R™ en %(m,y) =Dep(z). Alsa €U, b= ¢(a), dan is aan de
voorwaarde voor de impliciete-functiestelling voldaan, wanneer D ¢(a) : R™ — R” inverteerbaar
is. De conclusie is in dit geval dat er een open omgeving A van a is en een open omgeving B van
B, met de eigenschap dat er bij iedere y € B precies één x = ¢(y) € A is, waarvoor ¢(z) = y.
Bovendien is 1 € CF(B, R"). Zelfs is de beperking van ¢ tot A’ := AN o '(B) een bijectieve
afbeelding van de open verzameling A’ naar B, met inverse gelijk aan 1.

Veronderstel nu dat D ¢(z) bijectief is voor iedere x € U. Dan is V := ¢(U) een open deel-
verzameling van R". Sterker nog, ¢(A) is open in R™ voor iedere open deelverzameling A van U.
Vanwege het voorgaande is er bij iedere a € U een open omgeving A van a in U, met de eigenschap
dat ¢|4 een CF-diffeomorfisme is van A naar een open deelverzameling van R". Een afbeelding
¢ met deze eigenschappen wordt ook wel een lokaal CF-diffeomorfisme genoemd. Voor een lokaal
diffeomorfisme ¢ is het volledig origineel =1 ({y}) van ieder punt y een discrete deelverzameling
van U.

De volgende stelling wordt ook wel de globale inverse-functiestelling genoemd.

Stelling 1.10.2 Zij U open in R" en ¢ € C*(U, R™). Dan is ¢ een CF-diffeomorfisme van U naar
een open deelverzameling V- van R™, dan en slechts dan als ¢ injectief is en D ¢(x) inverteerbaar
s voor iedere x € U.

Bewijs Dat de voorwaarden noodzakelijk zijn is evident. Neem nu aan dat ¢ een injectief lokaal
diffeomorfisme is. Uit de beschrijving van een lokaal diffeomorfisme volgt dat V' := ¢(U) een open
deelverzameling is van R"™. ¢ is bijectief van U naar V, noem de inverse . Uit de beschrijving
van het lokale diffeomorfisme ¢ volgt ook, dat iedere y € V' een open omgeving B in V heeft, met
de eigenschap dat 1|z € C*(B, R™). Maar dit impliceert dat 1 € C¥(V, R™): het CF zijn van een
afbeelding is een lokale eigenschap. O

Voorbeeld 1.10.1 Voor de bekende substitutie van poolcoordinaten
@ :(r,0)— (rcosb, rsinf),

moet nog enige zorg besteed worden aan de keuze van het definitiegebied, opdat dit inderdaad een
(reéel-analytisch) diffeomorfisme is. Zo is D ¢(r, 6) alleen maar inverteerbaar als r # 0. Ook moet
nog een open verzameling U C R? geselecteerd worden, waarop ¢ injectief is. %)
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1.11 Opgaven

1.11.1  Zij B de deelverzameling van het vlak R? die gelijk is aan de vereniging van twee ver-
schillende cirkels. (Dat wil zeggen, de middelpunten of de stralen zijn verschillend.) Onderscheid
daarbij de gevallen dat de cirkels disjunct zijn of niet. Bewijs dat B compact is. Wanneer is B
samenhangend? Onderzoek voor welke b € B er een open omgeving U van b in B is, die homeomorf
is met een interval in R.

1.11.2 Beschouw de verzameling C' van alle “code’s” ¢, de oneindige rijtjes ¢ = (c1, c2,...) met
c; = 0 of ¢; = 1 voor iedere j € Z~o. Noem een deelverzameling U van C' open, als er bij iedere
c € Ueen N € Z is, met de eigenschap dat x € U, zodra x € C' en x; = ¢; voor alle j met
1 < j < N. Bewijs dat de open deelverzamelingen van C een topologie in C vormen. Bewijs dat C'
Hausdorff’s is en compact. Is C discreet? Bepaal de samenhangscomponenten in C.

Hint voor de compactheid: Stel U is een open overdekking van C zonder eindige deeloverdekking.
Noem G C C “groot” als G niet door een eindige deelcollectie van U overdekt wordt. Bewijs dat
als

Cler, ..., cp)={xeC|xj=cjvoor 1<j<n}

groot is, dan is er een ¢,41 € {0, 1}, waarvoor C(cy, ...,cp+1} groot is. Leidt hieruit een tegen-
spraak af. (Degenen die Topologie gevolgd hebben, kunnen de compactheid van C bewijzen door
een beroep te doen op de stelling van Tychonov.)

1.11.3 In deze opgave wordt de coderuimte uit Opgave 1.11.2 geidentificeerd met een deelverza-
meling van de reéle as.

We beginnen met het segment (= gesloten interval) Iy = [0, 1]. Als I gelijk is aan de vere-
niging van de disjuncte segmenten [a;, b;], dan wordt I}, hieruit verkregen door het open middelste
derde deel van ieder segment weg te laten. Dat wil zeggen I is de vereniging over j van de seg-
menten [a;, 3a; + 3b;] en [2a; + 2b;, bj]. Hiermee zijn de verzamelingen I, met inductie over k
voor alle k € Z>( gedefinicerd. De Cantorverzameling is nu gedefinieerd als

CRr = ﬂ 1.
k=0

Bewijs dat Cr compact is en bepaal de samenhangscomponenten in CR.
Voeg aan iedere ¢ € C het reéle getal

o
fle) := Zch 377
j=1
toe. Bewijs dat f een homeomorfisme is van C' naar CR.
1.11.4 Zij U de verzameling van de inverteerbare lineaire afbeeldingen L : R™ — R". Bewijs
dat U een open deelverzameling is van [L(R", R") ~ R™ en dat L — L~1 een reéel-analytisch
diffeomorfisme definieert van U naar U. Bewijs dat de afsluiting van U gelijk is aan L(R", R").

Doe in ieder geval het geval n = 2 expliciet. Zij S de drie-dimensionale lineaire ruimte van de
2 x 2-matrices met spoor gelijk aan 0. Maak een plaatje daarin van het complement van U in S.
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Hoofdstuk 2

Variéteiten

Een n-dimensionale variéteit is een ruimte, die er lokaal als een open deel van R"™ uitziet. Het
geheel hoeft echter niet van die vorm te zijn. In het engels spreekt men van manifold, in het duits
van Mannigfaltigkeit en in het frans van variété différentiable. Voor n = 1 heeft men het ook over
een kromme, en voor n = 2 over een oppervlak.

Een voorbeeld van een één-dimensionale variéteit is de cirkel C' met straal 1 om de oorsprong
in het (z,y)-vlak. De bovenhelft y > 0 kan door middel van de projectie op de z-as met het open
interval | — 1, 1] in R geidentificeerd worden, analoog voor de benedenhelft y < 0. We missen dan
nog omgevingen van de punten (—1, 0) en (1, 0) op de cirkel; daarvoor kunnen we de projectie op de
y-as gebruiken. De hele cirkel kan echter niet met een open deelverzameling van R geidentificeerd
worden. Immers, de cirkel is compact en de enige deelverzamelingen van R die zowel open als
gesloten zijn, zijn () en R zelf; de laatste is niet compact.

Een andere bekende voorstelling van de cirkel C' is om de punten (x, y) € C te schrijven als
x = cost, y = sint, waarin t € [0, 27| de hoek voorstelt, gedefinieerd als de booglengte langs C, van
het punt (1, 0) € C naar (z, y). Het nadeel van deze beschrijving is dat na één keer rondlopen op
de cirkel, bij terugkomst in het uitgangspunt (1, 0), de hoek discontinu van 27 naar 0 terugspringt.
Daarmee is deze hoek t geen goede codrdinaat voor de punten van C' in een omgeving van het punt
(1, 0). Anderzijds kan opgemerkt worden dat de afbeelding

¢ :t— (cost, sint)

een analytische afbeelding is van R naar R?, met C als beeld. De afbeelding ¢ is echter niet
injectief: ieder punt van C heeft een nevenklasse van de vorm

(t+2rk |k eZ)

als volledig origineel. Een poging om toch een inverse te definiéren leidt noodzakelijkerwijze tot een
discontinutteit zoals bij de bovengenoemde hoekfunctie. De afbeelding ¢ leidt tot een identificatie ¢
van “R modulo 27Z” met C. We hebben geen globale inverse van ¢, maar lokale continue inversen
van ¢ bestaan wel, deze zouden we graag als lokale codrdinaatsfuncties voor C' toe willen laten.

De hier gegeven definitie van een variéteit, als een ruimte die er lokaal als een open deel van
R”, is nog te vaag om als beginpunt van een wiskundige theorie te dienen. De nu volgende, meer
technische definities verwoorden echter hetzelfde basisidee.
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2.1 Kaarten

Definitie 2.1.1  Zij X een verzameling. Een n-dimensionale kaart voor X is een bijectieve
afbeelding k, van een deelverzameling X, van X, naar een open deelverzameling V,, van R"™.
Uitgeschreven:

k() = (k1(z), ..., kn(2)), € X, (2.1.1)

waarin k1 tot en met k,, reéelwaardige functies op X, zijn. %)

In plaats van kaart spreekt men ook over een n-dimensionale lokale codrdinatisering x; het
definitiegebied X, heet dan de codrdinaatomgeving in X van . De functies x; zijn de bijbehorende
coordinaatsfuncties, of kortweg de codrdinaten van k.

Als de x € X de toestanden van een fysisch systeem voorstellen, dan kan men de & ; als metingen
interpreteren. De eis dat k injectief is, betekent dan dat een toestand in X, door de n meetresultaten
k1(x) tot en met k,(x) eenduidig is vastgelegd. Dat V; open is, betekent dat iedere kleine storing
van de meetresultaten weer de meetresultaten van een toestand van het systeem zijn. Dat X, niet
de gehele X hoeft te zijn, correspondeert met de situatie dat meetinstrumenten niet altijd voor alle
toestanden van het systeem bruikbaar zijn, ze hebben vaak een bepaald natuurlijk bereik.

De naam “kaart” is uit de aardrijkskunde afkomstig, waarbij gedeelten van het aardoppervlak
afgebeeld worden op gewoonlijk een rechthoek in het vlak. Zulke kaarten werden ook gemaakt en
gebruikt door mensen die (nog) geen voorstelling van het totale aardoppervlak als een boloppervlak
hadden.

Het idee van lokale coordinatiseringen wordt echter ook in de wiskunde in talloze situaties
toegepast, de cirkel met zijn projecties naar het interval |—1, 1[ is daarvan alleen maar een allereerste
voorbeeld.

Een voorbeeld van een globale cotrdinatisering is de lineaire cotrdinatisering van een eindig-
dimensionale lineaire ruimte E. De elementen eq,...,e, € F vormen een basis van E dan en slechts
dan als de lineaire afbeelding

n
(T1y.eny ) — ijej
j=1

bijectief is van R™ naar E. De inverse hiervan is een afbeelding ke, .. ¢, van E naar R" en heet de
coordinatisering van E ten aanzien van de basis e1, ..., en.

Opmerking 2.1.1 In Definitie 2.1.1 zijn de cotrdinaten x; = ;(x) van het element x opgevat als
reéelwaardige functies van x. Het onderscheid tussen het element x € X (in de fysica de toestand
van het systeem) en zijn codrdinatenrij k(z) € R™ wordt niet altijd in de notatie aangebracht. In
plaats daarvan werkt men met het punt x € R"”, zonder in de notatie tot uitdrukking te brengen
dat het als functie van z € X gezien wordt. Als er maar één kaart ter sprake komt dan doet
iedereen dit; dan identificeert men X met een deelverzameling van R™.

Verder treden in de fysica cotrdinaten vaak op als fysische grootheden die een vaste naam
hebben, zoals de temperatuur 7', het volume V', of de energie E. In dit geval is het ook ongebruikelijk
om deze te schrijven als functie van de “abstracte” toestand x € X. Wel ziet men soms een
formule waarmee de fysische grootheid A uitgedrukt wordt in termen van andere fysische grootheden
B, C, .... Zo'n “natuurwet” kan gelezen worden als “A is een functie van x”, wanneer de andere
grootheden B, C| ... de toestand van het systeem vastleggen.
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Zijn er meer codrdinatiseringen in het spel, omdat die handig zijn, of zelfs noodzakelijk, dan
wordt het van belang om het onderscheid tussen x en x(z) wel te maken en x op te vatten als een
afbeelding van X, naar R". Consequente doorvoering hiervan heeft de prijs van een zwaardere
notatie. In Paragraaf 2.2 kijken we naar de situatie dat er een collectie van kaarten is, in plaats
van maar één kaart.

@

2.2 Atlassen

Definitie 2.2.1 Een n-dimensionale C"-atlas voor X is een collectie A van n-dimensionale kaarten
Kk voor X, met de volgende eigenschappen. Ten eerste eisen we dat ieder punt x van X tot een
kaartomgeving X,; van een kaart x € A behoort. In formule:

X =J x. (2.2.1)
KEA

Voor de tweede eis beginnen we met de opmerking, dat als x, A € A, dan is A o k™! een afbeelding

van de deelverzameling (X, N X)) van R", naar R". De eis is nu dat, voor iedere k, A € A:

Vi = k(X,N X)) is openin R" (2.2.2)
en dat
Aokt e (Vi RM). (2.2.3)
Men noemt A o k=1 ook wel de verkaarting of de coérdinatentransformatie van de kaart x naar de
kaart . %)
Merk op dat

Aow ™ H Tt =kor™t

Verwisselen van de rol van A en s geeft daarom dat Ao s~

V), x» beiden open deelverzamelingen van R".

een C"-diffeomorfisme is van V), \ naar

Voorbeeld 2.2.1 In het voorbeeld van de cirkel vormen de vier kaarten naar het interval | — 1, 1]
een ééndimensionale, reéel-analytische atlas. Eén van de niet-triviale codrdinatentransformaties is

z— (z, V1—2?)— 1—-22 :]0, 1[— R,

de andere zijn soortgelijk.

De coordinatentransformatie

-1
Réq,....én © Req,,en

bij overgang van de basis eq,..., e, in E naar de basis é1,...,¢€,, is een lineaire afbeelding van R"
naar R”. In de i-de kolom van de matrix hiervan, het beeld van de i-de standaardbasisvector in
R”, staan de coordinaten van e; ten aanzien van de basis €1,..., €,. @
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2.3 De Atlastopologie

Definitie 2.3.1 Zij A een n-dimensionale C"-atlas voor X. We noemen de deelverzameling U
van X open met betrekking tot A, als k(U N X,;) een open deelverzameling is van R", voor iedere
k € A. Men gaat direct na dat deze open deelverzamelingen een topologie in X vormen, deze heet
de door de atlas A in X gedefinieerde topologie. ©

Opmerking 2.3.1 Voor n = 0 is R" = {0}, de lineaire ruimte met 0 als enige element. In dit
geval is de atlastopologie gelijk aan de discrete topologie in X. %)

Met betrekking tot de atlastopologie zijn alle kaartomgevingen X, open deelverzamelingen van
X en is iedere kaart k € A een homeomorfisme van X, naar de open deelverzameling V,, van R”.
Dit volgt uit (2.2.2), de karakterisering b) van continuiteit in Lemma 1.3.1, en (2.2.3) voor r = 0.
Als gevolg hiervan heeft iedere x € X een open omgeving die homeomorf is met een open bol in R™.
Daarmee is X lokaal boogsamenhangend en de samenhangscomponenten in X zijn open, gesloten
en boogsamenhangende deelverzamelingen van X.

Een schrik is echter, dat de atlastopologie niet Hausdorff’s hoeft te zijn. Als voorbeeld nemen
we de deelverzameling

X = (] = 00, 0[x{0}) U ([0, co[x{=1}) U ([0, oof) x {1}
van R?. Als kaarten nemen we x4 gelijk aan de projectie naar de eerste variabele, gedefinieerd in
Xz := (] — 00, 0[x{0}) U ([0, co[x{£1}).

De doorsnede van de beide kaartomgevingen is gelijk aan | — oo, 0[x{0} en k_ o /-{jrl is gelijk
aan de identiteit in | — oo, 0. Daarmee vormen deze kaarten een reéel-analytische atlas voor X.
Maar iedere open omgeving van (0, —1) heeft met iedere open omgeving van (0, 1) een niet-lege
verzameling van de vorm | — ¢, 0[x{0} gemeen, voor zekere ¢ > 0.

Dit soort “vertakkingen” wordt uitgesloten, wanneer we eisen dat voor alle x, A € A geldt dat
er géén rij x(j) € X, NX) is, waarvoor x(z(j)) voor j — oo convergeert naar een punt van V,\ Vj x,
terwijl A(x(j)) voor j — oo convergeert naar een punt van V) \ V) .. Dit is precies de voorwaarde
waaronder de A-topologie Hausdorfl’s is, we noemen de atlas A daarom Hausdorff’s, als ze hieraan
voldoet.

Definitie 2.3.2 Zij 0 < r < w. Een n-dimensionale C"-variéteit is een paar (X, A), waarin X
een verzameling is en A een Hausdorfl’se n-dimensionale C"-atlas voor X. %)

De definitie zal later nog wat gewijzigd worden, omdat we variéteiten met equivalente atlassen
met elkaar zullen identificeren. Ook wordt meestal de atlas uit de notatie weggelaten. Men spreekt
over “de variéteit X”, in plaats van over “de variéteit (X, A)” en vermeldt de atlas alleen als het
niet uit de context duidelijk is, welke atlas wordt bedoeld.

Voor r = 0 heet (X,.A) een n-dimensionale topologische variéteit. Voor r > 1 spreekt men
van een differentieerbare variéteit, voor r = oo van een gladde varéteit en voor r = w van een
reéel-analytische variéteit.
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2.4 Ck—afbeeldingen

Definitie 2.4.1 Zij (X, A) en (Y, B) twee C"-variéteiten, dim X = n, dimY = p. Zij verder
0 < k < ren U een open deelverzameling van X. Een afbeelding f : U — Y heet CF, als f
continu is en voor iedere k € A, u € B de afbeelding 1o f o k' een CF-afbeelding is, van de open
deelverzameling

R(UN XN fH(Y))

van R", naar RP.

We noteren de verzameling van alle CF-afbeeldingen van U naar Y met C¥(U, Y). AlsY =R,
dan noteren we C*(X) voor de ruimte C*(X, R) voor de ruimte van alle reéelwaardige functies
in X van de klasse C*. Met puntsgewijze optelling en scalairvermenigvuldiging vormen deze een
lineaire ruimte, dit is ook nog het geval met C*(X, Y) als Y een lineaire ruimte is, maar niet als
Y een willekeurige variéteit is. Voor ¥ = R hebben we ook nog het puntsgewijze product tussen
functies:

£ 9 fg: CHX) x CF(X) — CF(X),

waarmee CF(X) een zogenaamde algebra vormt. We zullen hier gebruik van maken in Paragraaf
4.5 %

Als U een open deelverzameling is van R™, met de identiteit als enige kaart in de atlas, dan is
f € C¥(U, Y) dan en slechts dan als

pofeckUNf(Y,), RP)

voor iedere y € B. Als n =1 en U een interval is in R, dan wordt een f € C*(U, Y) ook wel een
CF-kromme in'Y genoemd.

Is anderzijds Y een open deelverzameling van RP, met de identiteit als enige kaart, dan is
f € C¥(U, Y) dan en slechts dan als

forteckr(UnX,), RP)
voor iedere x € A. We kunnen schrijven

f(@) = (filx), s fp(@),

waarin de f;(z) reéelwaardige functies in U zijn; er geldt dat f € C*(U, Y) dan en slechts dan als
f; € CF(U, R) voor iedere 1 <i < p.

Is zowel U een open deelverzameling van R" en Y een open deelverzameling van R?, ieder met
de identiteit als enige kaart in de atlas, dan corresponderen de definitie en de notatie met die van

§1.8.

Keren we nu terug naar het algemene geval van twee variéteiten X en Y. Gebruikmakend van
de kettingregel, zien we dat f € CF(U, Y), als f continu is en er bij iedere a € U een x € A is en
een p € B, met de eigenschap dat a € X, f(a) € Y, en po fo k™t € CF. Immers, voor iedere
andere A € A, v € B is dan

voforl = (wouo(uofor)o(ror ) e Ct.
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Ook kan opgemerkt worden dat U, voorzien van de atlas
Av = {klvnx, | k € A},

een n-dimensionale C"-variéteit is. Op deze wijze wordt een open deelverzameling van een variéteit
automatisch als variéteit van dezelfde dimensie en differentieerbaarheidsklasse opgevat. De afbeel-
ding f : U — Y is C* van (X, A) naar (Y, B), dan en slechts dan als zij C* is van (U, Ay) naar
(Y, B).

Men noemt f : X — Y een CF-diffeomorfisme, als f bijectief is van X naar Y en zowel f
als f~1 Ck-afbeeldingen zijn. Hiervoor is het noodzakelijk dat p = n. Dit impliceert dat f een
homeomorfisme (topologisch isomorfisme) is van X naar Y, als k¥ = 0 dan betekent het ook niet
meer dan dat. Een (C"-diffeomorfisme van een open deelverzameling U van X naar een open
deelverzameling V' van R"™ heet ook wel een toegelaten lokale codrdinatisering van de variéteit
(X, A).

De afbeelding f : X — Y heet een lokaal CF-diffeomorfisme, als er bij iedere a € X een
open omgeving U van a in X is, met de eigenschap dat de beperking f|y van f tot U een CF-
diffeomorfisme is van U naar een open deelverzameling V' van Y.

Een C"-atlas B voor X heet C"-equivalent met A als voor iedere k € A en A € B geldt dat
k(X,. N Xy) en A(X, N X)) open deelverzamelingen zijn van R"™ en Ao k™! en ko A~! van de klasse
C" zijn. Anders gezegd: als A U B een n-dimensionale C"-atlas is voor X. Of: iedere A\ € B is
een toegelaten lokale codrdinatisering van (X, A). Dit laat tevens zien dat de collectie Ap,x van
alle toegelaten coordinatiseringen van A een atlas is voor X, die equivalent is met A. Apax is de
grootste met A equivalente atlas. Men noemt de atlas mazimaal als A = Ay ax.

Is A equivalent met A en B equivalent met B, dan is f een CF-afbeelding van (X, A) naar
(Y, B), dan en slechts dan als f een C*-afbeelding is van (X, A) naar (Y, B). Mede hierom wil men
alle variéteiten met equivalente atlassen met elkaar identificeren.

Definitie 2.4.2 Men noemt een equivalentieklasse van n-dimensionale C"-atlassen voor X ook
wel een n-dimensionale C"-structuur in X en definieert een n-dimensionale C"-variéteit als een
paar (X, §), waarin X een verzameling is en S een n-dimensionale C"-structuur in X. Een andere
manier om van de keuzevrijheid in de atlassen af te komen, is zich te beperken tot de maximale
atlas Apax € S. %)

Het maximale element in S is eenduidig bepaald, terwijl er legio minimale atlassen zijn. Mini-
male atlassen hebben de voorkeur als men een verzameling van een variéteitsstructuur wil voorzien:
voor hoe minder kaarten men de eisen voor een atlas hoeft te verifiéren, des te gemakkelijker is dat
gebeurd. Anderzijds, als men voor een bepaald probleem gebruik wil maken van daarvoor handige
lokale coodrdinaten, dan is het prettig om over de gehele A .« te kunnen beschikken.

Voorbeeld 2.4.1 Beschouw de sfeer
S:{mER"\fo:l}
j=1

met straal 1 om de oorsprong in R”. De stereografische projectie vanuit de noordpool, respectievelijk
zuidpool is de afbeelding die aan x € S, met = # +e,,, toevoegt het punt y = o4 (z) € R"! met
de eigenschap dat +e,, z en (y, 0) op een rechte lijn liggen.
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Met de notatie 2’ = (1,..., ,_1) € R""! betekent dit, dat

_ 1 /
y= 1$mnx’

terwijl de andere kant op

/ 2 lyl2—1
r = —— T, =+ .
Tz on [IEEm

Hieruit lezen we af dat o4 een bijectieve afbeelding is van S\ {#e,} naar R"~! en dat

p=0_oco, iy Wy (2.4.1)

een redel-analytisch diffeomorfisme is van R"~!\ {0} naar zichzelf, met ¢! = ¢. Hiermee is S een
(n — 1)-dimensionale reéel-analytische variéteit, met {o4, o_} als een minimale atlas. Men ziet S
dan ook wel als R"~!, met daaraan toegevoegd één punt “in oneindig”.

Opgemerkt kan ook nog worden dat y — [|y|? een veelterm (van de graad 2) in y is; daarmee
zijn de codrdinatentransformaties bij deze atlas rationale afbeeldingen. Dit is interessant vanuit

algebraisch oogpunt.
Met betrekking tot deze atlas zijn de projecties

i+ @ = (1,0, Tjol, Tj41,---, Tn),
beschouwd als afbeeldingen van
Sj7i = {.T es ’ :|:$j > 0}

naar R"~!, reéel-analytische diffeomorfismen, van S, + naar de open bol in R"! om de oorsprong
met straal gelijk aan 1. De atlas van de stereografische projecties is daarmee reéel-analytisch
equivalent met de atlas der projecties langs de coordinaatassen. %)

Voorbeeld 2.4.2 Is E een n-dimensionale lineaire ruimte over R, dan wordt de bijbehorende
reéle projectieve ruimte P(E) gedefinieerd als de verzameling van alle één-dimensionale lineaire
deelruimten (rechte lijnen door de oorsprong) in E.

Na keuze van een basis kunnen we F met R"™ identificeren. Voor iedere 1 < j < n definiéren
we r; als de afbeelding die aan L € P(R"™) toevoegt het punt

n—1
(xl,...,a:j_l, 1‘j+1,...,$n)€R s

dat z6 gekozen is, dat
(.%'1, sy Tj—1, 1, Tj4ly-- - xn) e L.

Dit punt bestaat en is eenduidig vastgelegd, dan en slechts dan als L niet in het hypervlak
Hj={zreR"|z; =0}

in R™ ligt. r; is een bijectieve afbeelding van X; := P(R") \ P(H;) naar R"~1. Omdat er voor

iedere L € P(R") een z € L is met « # 0, dus met z; # 0 voor zekere j, is P(R") gelijk aan de

vereniging der X;.
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Als 1 <i< j<n,danis

—-1.
Ri O Kj . (ml"'w Lj—15 Tjt1s---, :En)

1
— 96_1 (acl,..., Li—T1y Lid1y---y l‘jfl, 1, CL‘jJrl,..., l‘n)

Dit is een reéel-analytisch diffeomorfisme van R"~!\ H; naar R"~' \ H;_;. We concluderen dat
de k; een (n — 1)-dimensionale reéel-analytische atlas voor P(E) vormen. Ook is het niet moeilijk
om na te gaan dat de atlastopologie Hausdorff’s is. Hiermee wordt P(FE) een (n — 1)-dimensionale
reéel-analytische variéteit.

Voor E = R" heet deze de (n — 1)-dimensionale réele projectieve ruimte en wordt genoteerd als
Pn—1(R), of P,,—1 als het uit de context duidelijk is dat R het getallenlichaam is.

Voor ieder hypervlak H in F is P(F) \ P(H) een open deelverzameling van P(E). Na keuze
van e € B\ H is er bij iedere L € P(E) \ P(H) precies één h = k. g € H, met de eigenschap dat
e+h € L. ke g is een reédel-analytisch diffeomorfisme van P(E) \ P(H) naar H ~ R"" L.

Men beschrijft de (n—1)-dimensionale projectieve ruimte dan ook wel als “een (n—1)-dimensionale
lineaire ruimte, gecompleteerd met een (n — 2)-dimensionale projectieve ruimte in oneindig”. Als
(n — 2)-dimensionale projectieve ruimte in oneindig kan de projectieve ruimte van een willekeurig
hypervlak dienen.

Voor n = 2 geeft dit de beschrijving van de reéle projectieve lijn als de reéle as, met daaraan
toegevoegd één punt in oneindig, waar z; € R naartoe convergeert als x; — oo, maar ook als
x; — —oo. leder element van de projectieve lijn kan als punt in oneindig opgevat worden.

Voor n = 3 krijgen we de beschrijving van het projectieve vlak als een Fuclidisch vlak, met
daaraan toegevoegd een projectieve lijn in oneindig. Iedere projectieve rechte in het projectieve
vlak kan de rol van projectieve lijn in oneindig vervullen. %)

Voorbeeld 2.4.3 Een variant op P(F) is de variéteit S(E) van stralen vanuit de oorsprong in FE,
ook wel de hemelsfeer van E genoemd. De elementen hiervan zijn de halflijnen van de vorm

o(z) ={ x| AeR, A >0},

voor z € E, x # 0. Merk op dat o(x) = o(y), dan en slechts dan als y = pa voor een positief reéel
getal u. Deze stralen vanuit de oorsprong kunnen ook worden gedefinieerd als de samenhangscom-
ponenten van L \ {0}, waarbij L € P(E). (Voor iedere L € P(E) zijn er twee.)
Keuze van een basis in E leidt tot identificatie van E met R™. De kaarten voor S(R") zijn op
dezelfde manier gedefinieerd als voor P(R™), alleen zijn er nu voor iedere j twee kaartomgevingen
in ={o(x) e S(R") | z € R", £x; > 0}.

Het is niet moeilijk om na te gaan, dat hiermee ook S(E) een (n — 1)-dimensionale reéel-
analytische variéteit is en dat een andere basiskeuze in E een equivalente atlas oplevert. @

Voorbeeld 2.4.4 Een generalisatie van het begrip projectieve ruimte is de Grassmann-variéteit
Gq(FE) van alle d-dimensionale lineaire deelruimten L van E. In het vervolg werken we toe naar de
beschrijving van de standaard atlas voor G4(E).

Noem ¢ = n—d de codimensie van de L € G4(E) in E. Voor een willekeurige lineaire deelruimte
M van E impliceren twee van de volgende drie eigenschappen i), ii), iii) de derde.
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i) E=L+M,
i) LNM =0.
iii) dim M = c,

Men noemt de lineaire deelruimte M van E complementair aan L in E wanneer aan i)-iii) is voldaan
en schrijft in dit geval
E=LoM.

De voorwaarden i) en ii) samen betekenen dat iedere e € E eenduidig te schrijven is als e = [4+m,
met [ € L en m € M. We schrijven | = 7y, pr(e) en m = mpr,1(e). Dit definieert een lineaire
afbeelding 7y, s : E — L, de projectie van E op L langs M genaamd. mps 1, = 1 — 7 a is de
complementaire lineaire projectie van E op M langs L.

Kies M € G.(E). Schrijf Uy voor de verzameling der L € G4(E) die complementair aan M
zijn. Kies verder Ly € Ups. Voor iedere A € L(Lg, M) is

L:={lo+ A(lo) | lo € Lo}

een d-dimensionale lineaire deelruimte van E, complementair aan M. We kunnen A uit L terug-
vinden, door op te merken dat p := 7, ar|r, een bijectieve lineaire afbeelding is van L naar Lg en
dat

A=y o0op t

Hiermee wordt rr,, a : L — A een bijectieve afbeelding van Ujys naar L(Lg, M) ~ R%. Het vereist
nog enig schrijfwerk om na te gaan dat deze afbeeldingen een d(n—d)-dimensionale reéel-analytische
atlas voor G4(FE) definiéren.

Als EF = R", dan wordt al een atlas gevormd door zich te beperken tot paren Lo, M van de

vorm
Lo={zeR"|z; =0voor je€ K}
M={zecR"|z;=0voor jeJ},
waarin J een deelverzameling voorstelt van {1,..., n}, bestaande uit d elementen en K = {1,..., n}\
J. Men noteert ook wel Gg,, = Ga,n(R) = Ga(R"). Met deze notatie is P,,—1 = G1,n. @

Opmerking 2.4.1 7Zij 0 < k < r < w. Iedere (T-atlas is een CF-atlas, daarmee is iedere
C"-variéteit op te vatten als een CF-variéteit. Omgekeerd kan men zich afvragen of een gegeven
CF-variéteit een C-atlas B heeft. Anders gezegd, of er bij een gegeven CF-atlas A voor X een
CT-atlas B voor X is, die (F-equivalent is met A. Ofwel, is de CF-variéteit (X, A) CF-diffeomorf
met een C"-variéteit?

Het is een resultaat van Whitney [15], dat iedere Ck—variéteit, met k> 1, Ck_diffeomorf is met
een reéel-analytische variéteit. Anderzijds liet Cairns [3] zien, dat er topologische variéteiten zijn
die niet homeomorf zijn met een (C'-variéteit. Ook kan het gebeuren dat twee differentieerbare
variéteiten X en Y wél homeomorf, maar niet diffeomorf zijn. Dat dit mogelijk is voor de 7-
dimensionale sfeer werd ontdekt door Milnor [12]. Nog spectaculairder is dat dit al kan voor
X = R4, zie [7, §1]. De bewijzen van deze resultaten zijn diep en vallen buiten het kader van dit
college.
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Omdat de afgeleide van een C*-afbeelding weer C*° is, hoeft er geen boekhouding bijgehouden
te worden van de differentieerbaarheidsgraad. Dit is ook waar met C°° vervangen door C*, maar
het is zdveel gemakkelijker gebleken om C°°-functies met bepaalde gewenste eigenschappen te con-
strueren dan reéel-analytische, dat het bij veel auteurs gewoonte geworden is om met C°°-varéteiten
te werken. In de praktijk zijn concreet gedefinieerde variéteiten bijna altijd reéel-analytisch, de hier
gegeven voorbeelden illustreren dit. %)

2.5 Plakken

Men kan een n-dimensionale C"-variéteit X met atlas A (re)construeren uit de codrdinatentrans-
formaties

Ox =Xok™!, K AeA.

Ieder van deze was een C'-diffeomorfisme van de open deelverzameling V,; » van R" naar de open
deelverzameling V) , van R", zie (2.2.2) en (2.2.3).

Gegevens
a) Een indexverzameling I en voor iedere ¢ € I een open deelverzameling V; van R™.

b) Voor iedere 4, j € I een C"-diffeomorfisme ¢;; van een open deelverzameling V; ; van V; naar
een open deelverzameling V;; van V.

Deze hebben de volgende eigenschappen:
c) Voor iedere i € I is V;; = V; en is ¢;; gelijk aan de identiteit in V.

d) Alsi,j,k € I, dan is
bri=drjodii in Vijng;i (Vik). (2.5.1)

Het idee is om hiermee een variéteit X te construeren, door te beginnen met de vereniging V' te
nemen van disjuncte copieén van de V; met ¢ € I. Dit kan worden gerealiseerd door te beschouwen

V={(i,y) € I xR" |y € V;}.

Vervolgens worden hierin, voor ieder paar i, j € I, de punten (7, y) en (j, z) met elkaar geidentificeerd,
wanneer
y€Vij, z€ Vi en z2=;(y). (2.5.2)

Men zegt ook wel dat V; en V; aan elkaar geplakt worden langs V; ; C V;, respectievelijk V;; C Vj,
met behulp van de plakafbeelding ¢; ;.

Een expliciete verzamelingstheoretische beschrijving van de identificatie wordt verkregen door
X te definiéren als de collectie van alle niet-lege deelverzamelingen = van I x R™, met de eigenschap
dat, als (i, y) € z, dan is (j, z) € x, dan en slechts dan als (2.5.2) geldt. We gaan nu X voorzien
van kaarten.

Voor iedere ¢ € I wordt X; gedefinieerd als de verzameling der x € X, waarvoor er een y € R"
is met (i, y) € x. Uit de definitie van X is evident dat X gelijk is aan de vereniging der X; met
i€ I. Uit (2.5.2) met j =i volgt dat y € V; en dat (i, z) € x impliceert dat z = y. Dit geeft dat
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er bij iedere = € X; precies één y € V; is met (i, y) € x, we schrijven y = k;(x). Zo krijgen we de
afbeelding k; van X; naar V;.

Deze afbeelding is surjectief: voor iedere y € V; definiéren we x als de verzameling der (j, z) €
I xR", die aan (2.5.2) voldoen. Dan is z € X en (i, y) € x, dus y = k;(x). De afbeelding «; is ook
injectief: als (i, y) € z en (i, y) € «’ dan geeft (2.5.2) ook dat x = a’. Tenslotte leidt (2.5.2) ook
tot

KjokK, T =g 0,5 €L (2.5.3)

Daarmee vormen de kaarten x; een n-dimensionale C"-atlas voor X, met de ¢;; als verkaartingen.

Merk op, dat de voorwaarde aan het eind van §2.3 voor het Hausdorff’s zijn van de atlastopolo-
gie, helemaal geformuleerd is in termen van de verkaartingen, dus als we deze voorwaarde toevoegen
aan de Gegevens a) t/m d), dan krijgen we op deze manier een n-dimensionale C"-variéteit X.

Opmerking 2.5.1 Iedere x € X eruit ziet als de grafiek in I x R", van een afbeelding van een
deelverzameling I, van I, naar R". Immers we hebben dat y = z zodra (i, y) € z en (i, 2) € x.

Preciezer,
I.={iel|zxeX;} (2.5.4)

en de bedoelde afbeelding is gelijk aan
x i — ki(T).

Op deze manier kan X worden opgevat als een collectie van afbeeldingen x van I, naar R", met
de transformatieformule

2(j) = ¢44(x(d), i,j € 1. (2.5.5)

Tenslotte nog een opmerking over de notatie. Het komt vaak voor dat de kaarten in een atlas

van een index i € I athangen. Het gevaar bestaat dan, dat k;(z) ook gelezen zou kunnen worden

als de i-de codrdinaat van x(x) € R", zoals we in (2.1.1) deden. Botsingen in de notatie zijn helaas
niet altijd te vermijden, als men tenminste niet steeds meer exotische symbolen wil introduceren. ©

Voorbeeld 2.5.1 Het voorbeeld van een niet-Hausdorff’se atlas in §2.3 kan door plakken verkregen
worden. Plakgegevens:

I={+
V.=V =R,

Vi =V_4=]—00,0]

¢y, (t) =¢_ 4(t) =t voor alle t €] — o0, 0[.

Voorbeeld 2.5.2 Een Hausdorff’s voorbeeld is de cirkel, met de plakgegevens
I={1,2},
Vi =lay, b, Va =lag, bo]
a1 < az<by <by, b —a1=by—as =T,
Vi2 =la1, as[Ulas, by,
Vo1 =Jag, b1[U]b1, by,
p12(t) =t als ag <t < by,
p12(t) =t—T als by <t < bs.
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De laatste twee regels zeggen dat we dit op kunnen vatten als het interval |aq, bo[, waarbij we de
plakrand ]by, bo[ op de plakrand ]aj, as| geschoven hebben. Dit definieert een één-dimensionale
reéel-analytische variéteit C, deze is Hausdorff’s, compact en samenhangend.

C kan geidentificeerd worden met R/ZT, de verzameling der reéle getallen modulo T. De
elementen van R/ZT zijn de “nevenklassen”

t+ZT ={t+nT|n¢cZ}=1tmodulo T.

De afbeelding 7 : ¢t +— t+ ZT is injectief van V; naar R/ZT, schrijf U; = 7(V;) en k; voor de inverse
van de bijectieve afbeelding 7|y, van V; naar U;. Er geldt dat R/ZT = U; U U; en dat

-1
K1 © K9 = (ﬁl,g.

Hiermee vormen de k; een één-dimensionale reéel-analytische atlas voor R/ZT, met deze variéteits-
structuur is R/ZT reéel-analytisch diffeomorf met C. De afbeelding 7 : R — R/ZT is een lokaal
reéel-analytisch diffeomorfisme, de gegeven variéteitsstructuur in R/ZT is de enige waarvoor dit
het geval is. Merk op dat m geen diffeomorfisme is, omdat 7 niet injectief is: het volledig origineel
van ieder punt is een hele nevenklasse.

De afbeelding

. L 27t s 2wt . 2
v it (cos 7, sin %) : R — R

induceert een reéel-analytisch diffeomorfisme van R/ZT naar de cirkel
{(z,y) eR? |a® +4y° =1}

in het vlak. Hiervoor hadden we in het begin van dit hoofdstuk de projecties op de y-as en de x-as
als lokale codrdinatiseringen geintroduceerd, en in Voorbeeld 2.4.1 met n = 2 de stereografische
projecties. De afbeelding v heeft als fraaie eigenschap, dat de (grootte van de) snelheid ||7/(t)]| =
27 /T constant is als functie van ¢.

Het windingsgetal

De nu volgende topologische opmerkingen over de cirkel kunnen met behulp van de plakcon-
structie gemakkelijk bewezen worden. Zij f een continue afbeelding is van de cirkel R/Z naar
R/Z. Dan is er bij iedere keuze van b € f(0 + Z) een eenduidig bepaalde continue afbeelding
fo : R = R, waarvoor f,(0) =ben f(z+Z) = fp(x) + Z voor alle x € R. Hieruit lezen we af dat
fo(x +1) +Z = fiy(z) + Z, ofwel

w(f, b, )= folz+1) — fo(z) € Z.

Omdat een continue en geheelwaardige functie constant is, hangt w(f, b, ) niet van x af. Omdat
een andere keuze van b alleen maar leidt tot het optellen van een gehele constante bij fp, hangt
w(f, b, ) ook niet van b af, men noemt dit het windingsgetal w(f) € Z van de continue afbeelding
f:R/Z —R/Z.

De ruimte A = CY(R/Z, R/Z) wordt gewoonlijk voorzien van de topologie van uniforme con-
vergentie. Men zegt dat f,g € A homotoop zijn, als er een continue afbeelding F : s — f is van
een interval [p, ¢] naar A, waarvoor f, = f en f, = g. F heet in dit geval een homotopie van f naar
g. In dit geval is s — w(fs) een continue afbeelding van [p, ¢] naar Z, dus constant. De conclusie
is dat w(f) = w(g). In woorden:

Homotope continue afbeeldingen van cirkel naar cirkel hebben hetzelfde windingsgetal.
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Men kan ook nog aantonen dat omgekeerd w(f) = w(g) impliceert dat f en g homotoop zijn.
Anders gezegd, als w(f) = k, dan is f homotoop met de standaard k-voudige winding

x+Z—kx+Z:R/Z—-R/Z

van de cirkel naar zichzelf. %)

Voorbeeld 2.5.3 Een interessante variatie van het vorige voorbeeld is de M dbius-band. Daarvoor
zijn de plakgegevens

I={1, 2},

Vi =Jai, bi[ x| —¢, ¢,

Vo =Jag, bo[ x| — ¢, [,

a1 <ag <by <by, b —a1=by—ao =T, ¢c>0,
Vig=V1\ ({az} x] = ¢ ¢),

Vap=Va\ ({01} x] —¢, c),

P12(t, u) = (t, u) als ag <t < by,

P12t u)=(t—T, —u) als by <t < b.

De laatste twee regels zeggen dat we dit op kunnen vatten als de strip a1 <t < by, —c < u < ¢,
waarbij we de plakrand by < t < by op de plakrand a; < t < a9 geschoven hebben en daarbij om
de t-as het papier omgelegd hebben. %)

2.6 Deelvariéteiten

Definitie 2.6.1 Zij Y een p-dimensionale CF-variéteit, X een deelverzameling van Y en a een
punt van X. Men zegt dat X een n-dimensionale C*-deelvariéteit van Y is in het punt a, als
n < p en er een open omgeving U van a in Y is, en een CF-diffeomorfisme A van U naar een open
deelverzameling V' van R, met de eigenschap dat A\(X NU) gelijk is aan de verzameling der v € V
met v; = 0 voor n+1 < j < p. Als n = p, dan betekent dit dat a een inwendig punt is van X.
Men zegt dat A de verzameling X platlegt in een omgeving van a.

Men noemt X een n-dimensionale C*-deelvariéteit van Y, als het bovenstaande geldig is voor
iedere @ € X. Als X = (), dan hoeft er niets geverificerd te worden. Volgens deze definitie is
() een m-dimensionale C*-deelvariéteit van Y, voor iedere n. Als X # (), dan kan X alleen een
n-dimensionale deelvariéteit van Y zijn als n < p, het getal p —n = dimY — dim X heet dan de
codimensie van X in'Y. Als n = p, dan betekent een en ander dat X een open deelverzameling is
van Y. %)

Het volgt meteen uit de definitie, dat de punten waar X een n-dimensionale CF-deelvariéteit
van Y is, een open deelverzameling A van X vormen (in de geinduceerde topologie van X)), en dat
A een n-dimensionale C*-deelvariéteit van Y is.

Neem nu aan dat X een n-dimensionale C*-deelvariéteit is van Y. Schrijf

T (- Yp) = (Y15 yn) s RP = RY
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voor de projectie naar de eerste n variabelen. De k := 7 o A xny, met A als in Definitie 2.6.1,
vormen een n-dimensionale C*-atlas voor X. Daarmee wordt X een n-dimensionale CF-variéteit.
De atlastopologie in X is gelijk aan de geinduceerde topologie van X, beschouwd als deelverzameling
van Y. De afbeelding id : z — z : X — Y, de identiteit beschouwd als afbeelding van X naar Y,
is een Ck—afbeelding van X naar Y.

Stel \ is een C*-diffeomorfisme van een open omgeving U van a in Y, naar een open deelver-
zameling V van RP. Dan is X een n-dimensionale CF-deelvariéteit van Y in het punt a, dan en
slechts dan als X’ = A\(X NU) een n-dimensionale C*-deelvariéteit is van R? in het punt a’ = A(a).
Immers, als p een CF-diffeomorfisme is van een open omgeving W van a’ naar een open deelverza-
meling Z van RP, die X’ platlegt, dan is vanwege de kettingregel 1 o A een CF-diffeomorfisme van
de open omgeving U N A~} (W) van a in Y; deze legt X plat.

We hebben de volgende equivalente karakteriseringen van n-dimensionale deelvariéteiten X van
RP. Hierin zegt c) dat X lokaal de grafiek is van een C*-functie van n variabelen. Dit is de definitie
van deelvariéteit van RP, zoals die in Analyse C is gegeven.

Stelling 2.6.1 Zij X een deelverzameling van RP, a € X, 0 < n < p. Dan zijn de volgende
eigenschappen a)-c) equivalent.

a) X is een n-dimensionale C*-deelvariéteit van RP in het punt a.

b) Eris een open omgeving U van a in RP en een CF-afbeelding f van U naar RP™", met de
eigenschappen dat D f(a) surjectief is van RP naar RP™™ en dat

XNU={xzeU| f(z) =0}

c) Er is een open omgeving U van a in RP en een keuze i(1),..., i(n) van indices, met de
volgende eigenschap. Als

™ (1’1,. cey 1'p) = (1’@'(1)7- cey 1’l(n)) :RP — R" (261)

de projectie op deze keuze van variabelen voorstelt, dan is k = 7| xnu een bijectieve afbeelding
van X NU naar een open deelverzameling V van R™ en k™1 is een C*-afbeelding van V naar

RP.

Bewijs a) = b). Als ) een lokaal CF-diffeomorfisme is dat X platlegt en ¢ : R? — RP™™ is de
projectie naar de laatste p — n variabelen, dan voldoet f =1 o A aan b).

Voor b) = c¢) beginnen we met op te merken dat als b < p — n, dan zijn er b rangnummers
J(1),..., j(b), waarvoor D f(a)(e;)) lineair onafhankelijk zijn voor 1 < k < b. Dit gaat met
inductie over b. Immers, als we er geen meer bij kunnen vinden, dan wordt de beeldruimte B van
D f(a) opgespannen door de D f(a)(ej)), dus is b = dim B = p — n.

Neem nu voor i(1) < ... < i(n) de overgebleven rangnummers en beschouw de vergelijking
f(x) = 0 met de Tj) als onbekenden en de w;,) als parameters. De impliciete-functiestelling
geeft dat lokaal deze vergelijkingen eenduidig oplosbaar zijn, waarbij de parameters vrij gekozen
moegen worden in een open omgeving van de parameters van a, terwijl bovendien de oplossing een
Ck_functie is van de parameters. Dit geeft c).

Tenslotte het bewijs van ¢) = a). Na omnummeren van de variabelen kunnen we c¢) als volgt
formuleren. Schrijf z = (2/,2”), met 2’ = (x1,..., z,) en 2" = (Tp41,..., ¥p). Er is een open

34



omgeving U’ van a’ in R", een open omgeving U” van a” in RP~" en een CF-afbeelding g van U’
naar RP™", met de eigenschap dat

XN xU")={(, g(a)) |z € U'}.

Definieer nu A\(z) = (2/, 2" — g(z')). Dit is een C*-diffeomorfisme van U’ x RP~" naar U’ x RP™";
de inverse wordt immers gegeven door z — (x', 2" + g(2’)). Anderzijds legt A\ de verzameling
X N (U x U") plat. O

Merk op dat de projectie in c¢) een lokale codrdinatisering van X definieert, we hebben dit
verschijnsel eerder gezien bij de lokale coérdinatiseringen van de cirkel en de bol.

Een karakterisering van een Ck_deelvariéteit van Y als beeld van een CF-variéteit onder een
geschikte C*-afbeelding f : X — Y, een C*-inbedding van X in Y, wordt gegeven in Gevolg 3.3.5.

2.7 Cartesische Producten

Definitie 2.7.1 Zij (X, A), respectievelijk (Y, B) een C"-variéteit van dimensie n, respectievelijk
p. Voor k € A, A € B schrijven we

kXA (m,y) = (k(2), M) : (X xY)) — (R" x RP) = R"P.

Deze afbeeldingen vormen een (n + p)-dimensionale C"-atlas voor X x Y. De (n + p)-dimensionale
C"-variéteit die daarmee onstaat heet de Cartesisch-productvariéteit X xY van X en Y. @

De projecties
UBE (‘T7y) = Z,
T2t (‘T7y) =Y,

zijn C"-afbeeldingen van X x Y naar X, respectievelijk naar Y. Beide afbeeldingen zijn surjectief.
Anderzijds hebben we voor iedere y € Y, respectievelijk x € X de inbedding

i,y x— (z,v), (2.7.3)
ig,0 1y = (2, y),

deze afbeeldingen zijn C" van X, respectievelijk Y, naar X x Y. Beide afbeeldingen zijn injectief.
Opgemerkt kan worden dat

m od1,y =id in X,
T 0z, =id in Y,
hieruit volgen opnieuw de bovenstaande surjectiviteits- en injectiviteitsuitspraken.

Opmerking 2.7.1 Een “vieze” constructie is de volgende. Voorzie X x Y van de kaarten k,,
met k een kaart voor X en y € Y, waarbij het definitiegebied van x, gelijk is aan X, x {y} en
hierop k, = k o m1. Hiermee krijgen we een n-dimensionale variéteit, die we met Z aanduiden. De
identiteit is een bijectieve CF-afbeelding van Z naar X x Y, maar de inverse is niet eens continu als
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p>0.m:Z— Xeniy,: X — Z zjn lokale CF-diffeomorfismen. Voor iedere y € Y is X x {y}
open en gesloten in Z; Z heeft overaftelbaar veel samenhangscomponenten als p > 0. Q

Herhaald toepassen van de definitie leidt tot een d-voudig Cartesisch product
X:Xlx...de:(Xl X...Xdel)XXd

van de variéteiten X7 tot en met X;. De dimensie van X is gelijk aan de som van de dimensies van
de X/S.

Een bekend voorbeeld is de d-dimensionale torus, T?, die ontstaat als we voor iedere X; de
cirkel C' nemen. Denken we bij C' aan een periodieke variabele (een hoekvariabele), dan is T¢ de
natuurlijke toestandsruimte voor multi-periodieke verschijnselen, beschreven door d hoekvariabelen.

2.8 Complex-analytische Variéteiten

De definitie van een n-dimensionale complex-analytische variéteit wordt verkregen door in de de-
finitie van een n-dimensionale C"-variéteit overal R"™ te vervangen door C™ en C" door complex-
analytisch. De identificatie van C™ met R?" laat zien dat iedere n-dimensionale complex-analytische
variéteit een 2n-dimensionale reéel-analytische variéteit is. Een één-dimensionale complex-analytische
variéteit heet een Riemann-oppervlak; soms wordt dit ook een complexe kromme genoemd. De the-
orie van complex-analytische variéteiten is zeer rijk en onder andere belangrijk voor de algebraische
meetkunde, dit geldt al voor de theorie van Riemann-oppervlakken. Juist de rijkdom hiervan maakt
dat een serieuze behandeling ervan een apart college vereist; om deze reden zullen we er hier niet
veel aandacht aan besteden.

Voorbeeld 2.8.1 Is E een complex-lineaire ruimte van dimensie n, dan wordt de bijbehorende
complexe projectieve ruimte P(FE) gedefinieerd als de verzameling van alle één-dimensionale com-
plex-lineaire deelruimten L van E. De cotrdinatiseringen zijn net als in Voorbeeld 2.4.2 gedefinieerd,
daarmee wordt P(E) een (n — 1)-dimensionale complex-analytische variéteit. Voor E = C" schrijft
men 0ok P,_1(C) en noemt dit de (n — 1)-dimensionale compleze projectieve ruimte.

Voor n = 2 krijgen we zo de “complexe projectieve lijn” P1(C). Deze kan ook uit het complexe
vlak C verkregen worden door middel van plakken, als in §2.5, met de volgende plakgegevens.

Vi=Va=C, V1=V =C\{0},

P21 =122 %
Identificeren we C met R?, door middel van z = x + iy, =,y € R, dan zien we door vergelijken van

=722
met (2.4.1), dat de coordinatentransformatie hier gelijk is aan de coérdinatentransformatie ¢ bij de
stereografische projecties, gevolgd door de complex conjugatie z — z, het diffeomorfisme (z, y) —
(x, —y) van R? naar zichzelf. Hiermee is P1(C) als regel-analytische variéteit diffeomorf met de
twee-dimensionale sfeer; P1(C) heet ook wel de Riemann-sfeer. We hebben P1(C) = CU {oo}, het
complexe vlak met daaraan toegevoegd een punt in oneindig. %)
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2.9 Opgaven

2.9.1 Bewijs dat

1
T S5 &
r2—|lz|[?

een rationaal diffeomorfisme is van de bol om 0 in R™ met straal r, naar R"™. Bewijs dat iedere
n-dimensionale C"-variéteit een atlas A heeft met V,, = R"™ voor iedere xk € A.

2.9.2 7Zij X, Y en A CPF-variéteiten en veronderstel dat 7 € C¥(X,Y), 7 is een lokaal diffeo-
morfisme en 7 is surjectief. Bewijs dat f : Y — A een CF-afbeelding is, dan en slechts dan als
fome Ck(X, A).
Zij nu C de cirkel in R? om de oorsprong met straal gelijk aan 1. Bewijs dat ¢ : R — A van
de vorm
@ :t— f(cos2mt, sin 2mt)

is voor een f : C — A, dan en slechts dan als p(t + 1) = ¢(t) voor alle t € R. Bewijs dat
f € CF(C, A) dan en slechts dan als ¢ € CF(R, A). Bespreck de uitspraak: “een periodieke
Ck_functie met periode 1 is hetzelfde als een Ck_functie op de cirkel.”

2.9.3 Bewijs dat X compact is, dan en slechts dan als er eindig veel k1,..., ky € A zijn en
compacte deelverzamelingen K; van V,, met de eigenschap dat er voor iedere € X een index %
is, waarvoor z € X, en k;(x) € K;.

2.9.4 Zij R de variéteit die verkregen wordt door de verzameling R te voorzien van de kaart x :
x — 3. Is de identiteit, beschouwd als afbeelding van R naar R, een differenticerbare afbeelding?
En als afbeelding van R naar R? Is R diffeomorf met R?

2.9.5 Bewijs dat de hemelsfeer van een eindig-dimensionale lineaire ruimte compact is. Zij S de
eenheidssfeer in R™ om de oorsprong en zij ¢ : S — S(R"™) de beperking tot S van de afbeelding
o:R"\ {0} — S(R"™). Bewijs dat ¢ een reéel-analytisch diffeomorfisme is van S naar S(R"). Zij
A € L(R™, R") inverteerbaar. Bewijs dat

Ag e A(l) 1€ S(RM),

een reéel-analytisch diffeomorfisme Ag van S(R™) naar zichzelf definieert en bereken het reéel-
analytische diffeomorfisme

Ag:=11oAgo1: 85— S
van S naar zichzelf.
2.9.6 Als E een n-dimensionale lineaire ruimte is, dan correspondeert een basiskeuze in E met
een lineair isomorfisme A : F — R"™. Is B : E — R" een ander lineair isomorfisme dan is

A~Y(S) = B71(S), dan en slechts dan als C := Ao B~! een orthogonale matrix is. Bewijs dit.
Een ellipsoide om de oorsprong in R is een verzameling van de vorm

X =D(S(ay,. .., an)),
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waarin D een draaiing is,

n
S(ai,...,an) ={z € R"| Z(mj/aj)Q =1}
j=1
en de a; positieve coéfficiénten zijn, de aslengten van X genaamd.
Bewijs dat X een ellipsoide is, dan en slechts dan als X = C(S) voor een inverteerbare n X n-
matrix C. Dit laat zien dat het begrip “eenheidssfeer om de oorsprong in E” afhankelijk is van de
keuze van een basis in F, basisonafhankelijk is alleen het begrip “ellipsoide om de oorsprong in E”.

2.9.7 Zij E een eindig-dimensionale lineaire ruimte. Bewijs dat P(E) compact is. Zij 7 : S(E) —
P(E) de afbeelding, die aan iedere straal s € E de rechte lijn L € P(E) toevoegt, waarvoor s C L.
Bewijs dat 7 continu is en surjectief.

Bewijs dat 7 een lokaal reéel-analytisch diffeomorfisme is. Is 7 een diffeomorfisme?

2.9.8 Bewijs dat de projectieve lijn P(R?) diffeomorf is met een cirkel C. Zij S de 2-dimensionale
sfeer. U mag gebruik maken van de Stelling van Jordan, die zegt dat als v een injectieve en
continue afbeelding is van C' naar S, dan heeft S\ 7(C') twee samenhangscomponenten. Bewijs dat
het projectieve vlak P(R?) niet homeomorf is met S.

2.9.9 Bewijs dat de afbeelding L, die aan iedere L € Gg,, zijn orthogonale complement Lt
toevoegt, een reéel-analytisch diffeomorfisme definieert van G4 ,, naar Gy,_q

2.9.10 Bewijs dat de M6bius-band M een 2-dimensionale reéel-analytische variéteit is. Zij H C M
de “hartlijn”, die in beide kaarten correspondeert met v = 0. Bewijs dat H diffeomorf is met een
cirkel en dat M \ H samenhangend is.

Maak een papieren model van M. Volg met de vinger één zijde van het papier-oppervlak
eenmaal rond langs de hartlijn. Verifieer dat M \ H samenhangend is, door het papieren model
langs de hartcirkel H door te knippen. Volg opnieuw het oppervlak van M \ H, aan één zijde,
eenmaal rond.

Maak een tweede model van M, knip deze nu door langs de cirkel C, die in de kaarten corres-
pondeert met u = +e. We hadden Cy = H; het is nu de bedoeling dat 0 < € < ¢. Verklaar zoveel
mogelijk van wat er gebeurt in termen van de kaarten voor M. (Er zijn ook verschijnselen die te
maken hebben met de manier waarop het model in de omliggende ruimte R? hangt.)

2.9.11 De Klein’se fles K wordt verkregen door in de cilinder ]0, 1 + e[ xR/Z de punten van de
vorm (x, y), met 0 < x < € en y € R/Z, te identificeren met (x+ 1, —y). Construeer plakgegevens
in R?, die K opleveren als een twee-dimensionale, reéel-analytische variéteit. Bewijs dat K compact
is. Laat zien dat wegsnijden uit K van de cirkel C, die correspondeert met y = % +7Z (= —% +7),
een variéteit oplevert die diffeomorf is met de Mdbius-band. Troost voor degenen die geprobeerd
hebben om een model van K te knutselen: het is een stelling dat K niet diffeomorf is met een
differenticerbare deelvariéteit van R3.

2.9.12 7Zij X, resp. Y CF-variéteiten van dimensie n, resp. p en f een afbeelding van X naar Y.
Bewijs dat f een CF-afbeelding is, dan en slechts dan als de grafiek

G :={(z, f(2)) | v € X}
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van f een n-dimensionale Ck_deelvariéteit is van X x Y, waarvoor 71|g een Ck_diffeomorfisme is
van G naar X. Laat aan een voorbeeld zien dat de laatste voorwaarde niet weggelaten kan worden.
Bewijs ook dat G een gesloten deelverzameling is van X x Y, zodra f continu is.

2.9.13 Het is evident dat de d-dimensionale torus diffeomorf is met een deelvariéteit van R2.
Dat het voor d = 2 al zuiniger kan, laat het volgende zien.
7ij 0 < r < R. Bewijs dat

X={(z,y,2) eR3| (2? + 9> —R*—r? + %) —4R*(r* - %) = 0}
een twee-dimensionale reéel-analytische deelvariéteit is van R3. Bewijs dat de afbeelding
(a, B) — (R4 rcosa)cos 3, (R4 rcosa)sin 3, rsina)

een reéel-analytisch diffeomorfisme induceert van de twee-dimensionale torus (R/Z27)? naar X.

2.9.14 Zij f : C — C een veeltermfunctie met complexe coéfficiénten, niet allemaal gelijk aan
nul. Zij g de graad van f en zij a het aantal nulpunten van f(z). Het is bekend dat a < g.

7ij 0 <ry <rg <...rpde afstanden tot de oorspong van de nulpunten, geordend naar grootte.
Hierin is dus h < a. Voor r # r;, zij w(r) het windingsgetal van u +— f(ru)/|f(ru)| : C — C.
Hierin is C' de eenheidscirkel in het complexe vlak.

Bewijs dat w(r) = g als r > rp, met de uitleg dat w(r) = g voor alle r > 0 als a = 0. Bewijs
hiermee de hoofdstelling van de algebra, die zegt dat iedere complexe veeltermfunctie van positieve
graad minstens één nulpunt heeft.

2.9.15 Een rationale functie van een complexe variabele is een functie van de vorm f(z) =
p(2)/q(2), waarin p(z) en ¢(z) complexe veeltermen zijn, ¢(z) niet identiek gelijk aan nul. Als N de
collectie van nulpunten van ¢(z) in C is, dan is N eindig en f(z) een complex-analytische functie
van D := C\ N naar C.

Beschouw C als deelverzameling van P1(C) = C U {oo}. Bewijs dat er een eenduidig bepaalde
complex-analytische afbeelding f van P1(C) naar P1(C) is, met f|p = f.

2.9.16 Zij p,q € C, 4p> + 27¢> # 0. Bewijs dat
Cpq = {(z,y) € C* | y* =2® + pr + q}

een complex ééndimensionale, complex-analytische deelvariéteit is van C2.
Vat nu C? op als deelverzameling van P2(C), door (z, y) € C? te identificeren met

C(z,y,1) ={c(z,y, 1) | c € C} € P2(C).

Laat zien dat de afsluiting £ := C}, 4 van Cp 4 in P2(C) bestaat uit C), ,, met daaraan toegevoegd
het element C (0, 1, 0) van P2(C). Bewijs dat E een complex ééndimensionale, complex-analytische
deelvariéteit van Po(C) is.

F is compact en samenhangend en heet in de algebraische meetkunde een complexe elliptische
kromme. Cp, heet het affiene deel van E = C) ;.
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Hoofdstuk 3

De Raakruimte

We weten nu wat een differentieerbare afbeelding f van een differentiecerbare variéteit X naar een
differentieerbare variéteit Y is, maar nog niet wat de afgeleide L van f in een punt a € X is.
We zouden graag willen zeggen: “Voor kleine h is L(h) de lineaire benadering voor de toename
fla+h)— f(a) van f7. Of: “voor iedere vector v is L(v) de afgeleide naar ¢t in t = 0 van f(a+tv)”.
Dit gaat echter zo niet, omdat X en Y geen open deelverzamelingen van een lineaire ruimte hoeven
te zijn.

In lokale coordinatiseringen kan dit echter wel, maar dit leidt tot de complicatie dat de ge-
vonden objecten functies worden van de lokale cotrdinatiseringen. Na correcte verwerking hiervan
krijgen we, voor iedere a € X, een n-dimensionale lineaire ruimte T, X, waarvan ieder element
geinterpreteerd kan worden als een infinitesimale beweging v in X vanuit het punt a. De afbeelding
f voert een infinitesimale beweging in X over in een infinitesimale beweging in Y, vanuit het punt
f(a). Dit leidt tot een lineaire afbeelding T, f van T, X naar Tf(a) Y, die in lokale codrdinaten
met de afgeleide correspondeert. De T in de notatie staat voor tangent, van het latijnse tangere =
aanraken.

In de begintijd van de differentiaalrekening werden infinitesimale verplaatsingen v niet nader
verklaard. Er werd mee gerekend op een voor de hand liggende manier en er werd geconstateerd
dat dit niet tot ongelukken leidde. Onze definitie van raakvectoren v is operationeel, in termen van
afgeleiden van vectorwaardige functies van een reéle variabele. Ze ligt echter voldoende dicht bij
de interpretatie van infinitesimale bewegingen, om haar als een vertaling van dit klassieke begrip
op te kunnen vatten.

3.1 Raakvectoren als Snelheidsvectoren

Zij X een n-dimensionale C"-variéteit, r > 1, met atlas A. Een beweging door het punt a € X is
een differentieerbare kromme v : I — X met y(s) = a; hierin is I een open interval om s in R.
Noteer

Ay ={reAlac X} (3.1.1)

De differentieerbaarheid van «(t) in t = s betekent, dat voor iedere x € A, de kromme ¢ — k(y(t))
in R” differentieerbaar is in ¢ = s, we noteren de corresponderende snelheidsvector met

ve = (ko7v)'(s) € R™ (3.1.2)
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Is A € A, een andere lokale cotrdinatisering van een omgeving van a, dan is
Aoy =(her o (ko)

in een omgeving van 0 in I. Merk op dat hierin x oy afbeeldt van een open deel van R naar R™ en
Ao k™! van een open deel van R" naar R”. Toepassing van de kettingregel geeft nu dat

Ux = D()‘ ° ﬁ_l)n(a) (Un)v Ky A € Aqg. (3.1.3)

Hierin hebben we voor de duidelijkheid het punt x(a) € R", waar gedifferentieerd wordt, als index
onderaan gehangen.

Dit impliceert dat vy alleen van v, afhangt, in de volgende zin: als § een andere differentieerbare
kromme in X is, met §(r) = a en (k0 0)'(r) = vy, dan is (Ao ) (r) = vy. Verder lezen we uit
(3.1.3) af, dat vy € R™ op een lineaire manier van v, athangt, namelijk via de lineaire afbeelding
D(Aok™1) x(a)- Dit geeft aanleiding tot de volgende definitie.

Definitie 3.1.1 Een raakvector aan de differentieerbare variéteit X in het punt a € X is een
afbeelding v : kK — v, van A, naar R", die aan de transformatieformule (3.1.3) voldoet. De
verzameling van alle raakvectoren aan X in het punt a heet de raakruimte T, X aan X in het punt
a. @

Lemma 3.1.1 Voor iedere k € A, is de afbeelding
DKg 10 Uy (3.1.4)

bijectief van Ty X naar R™. Er is een eenduidig bepaalde optelling en scalairvermenigvuldiging in
Tao X, waarmee Ty X een lineaire ruimte wordt en D ko, voor iedere k € Ag, een lineaire afbeelding
van Tq X naar R™. De lineaire ruimte Ty X s n-dimensionaal.

Bewijs Stel v,w € Ty X, v;, = wg. Uit (3.1.3) lezen we af dat voor iedere A € A, geldt dat
ux =D ok ")) (Ue) = DA o k™) q) (we) = wy,

dus is v = w als afbeelding van A, naar R™. Dit bewijst dat D x, injectief is.
Zij nu w € R", definieer

vy :=D(Ao Ii_l)ﬁ(a) (w), A€ A,.

Voor iedere p € A, is
por t=(uoAHoNor™)

in een omgeving van £(a) in R™. Een toepassing van de kettingregel geeft daarom dat
vp = Do A r@) (2),
hieruit lezen we af dat v € T, X. Anderzijds is
Do (v) = v = D(k 0 K1)y (w) = w,

de conclusie is dat D k, ook surjectief is.
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Is T een verzameling en K een bijectieve afbeelding van T naar een lineaire ruimte F, dan
definieert

w0 = KK () + K@),
¢ Kv:=K e K@),

voor alle u,v € T en ¢ € R, een optelling + . en scalairvermenigvuldiging -, in T". Daarmee wordt
T een lineaire ruimte, en K is dan een bijectieve linaire afbeelding van (7', 4+, - ) naar E. T en
E hebben dezelfde dimensie, omdat K een basis in T overvoert in een basis in E.

Is L een andere bijectieve afbeelding van T naar een lineaire ruimte F, dan is +, = +, en
., = -, dan en slechts dan als L o K~! een lineaire afbeelding is van E naar F. Dit alles volgt
direct door het uitschrijven van de definities van lineaire ruimte en lineaire afbeelding.

We passen dit toe op T =Ty X, K =Dky, L=D XN, E=F =R", k, A\ € A,. We hebben net
aangetoond dat K en L bijectief zijn. Nu geeft

L(v) =vx = DA ok ) (vs) = DA o k) (a) © K(v)

voor alle v, dat
LoK ™' =D(\or )y

een lineaire afbeelding is van R™ naar R™. Hiermee zijn alle uitspraken bewezen. ([

Als X een open deelverzameling is van R, dan wordt deze opgevat als variéteit met de k = id,
de identiteit in X, als enige kaart. Dit leidt tot de zogenaamde kanonieke identificatie

D(id)q : T X — R” (3.1.5)

van alle raakruimten T, X, a € X, met R".

In het algemeen zullen we echter de raakruimten T, X aan een variéteit X als allemaal verschil-
lende, onderling disjuncte, ruimten opvatten. Tenslotte is een infinitesimale beweging vanuit een
punt a niet hetzelfde als een infinitesimale beweging vanuit b, zodra b # a.

3.2 De Raakafbeelding

De tekst voorafgaande aan (3.1.3) zegt dat, voor iedere differentieerbare kromme ~ in X met
v(s) = a, de afbeelding
ki (ko) (s): Aw — R”

een raakvector aan X in het punt a definieert. Men noemt dit element van T, () X de afgeleide
of snelheidsvector v'(s) van de kromme v ten tijde s. Combinatie van (3.1.4) met de definitie van
v'(s) geeft de formule

D #a (7(3)) = (k07)(s), (3.2.1)
hetgeen gelezen kan worden als een kettingregel voor de afgeleide van « o . Voor willekeurige
w € R" geldt voor de kromme

vt kN (k(a) 4 tw)
in X dat y(0) = a en (ko) (0) = w. Dit laat zien dat ieder element van R™ op kan treden als
rechterlid van (3.2.1). Vanwege Lemma 3.1.1 volgt hieruit dat er bij iedere v € T, X een C"-kromme
7 is met v(0) = a en 7/(0) = v.
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Lemma 3.2.1 Zij X en Y differentieerbare variéteiten en f een afbeelding van X naar Y, die
differentieerbaar is in het punt a € X. Er is een eenduidig bepaalde afbeelding Tq f van Ty X naar
Ti() Y, met de eigenschap dat (f o) (s) = Ta f(7/(s)), als v een differenticerbare kromme is in
X met v(s) = a. Tqf is een lineaire afbeelding van T, X naar T Y. Is k een kaart in een
omgeving van a in X en X een kaart in een omgeving van f(a) in'Y, dan is

Taf _ (D )‘f(a))il o D()\ o f o /ﬁ}il)n(a) oD Kg- (322)

Bewijs We beginnen met op te merken dat

(Ao for)(s) =D Aga ((for)(s).

Anderzijds kunnen we de kettingregel toepassen op
Ao fory= (/\ofonfl)o(noq/),

dit geeft dat
(Ao fo)(s)=D(Aofor @ oDraly(5))-

Vergelijking van beide identiteiten leidt tot

(fo)(s) = (DApa) " oD(Ao for a0 Dk (Y(5))

Hieruit zien we dat (f o)’(s) uit 7/(s) verkregen wordt door er de afbeelding T, f uit (3.2.2) op
los te laten; deze afbeelding is lineair. O

De lineaire afbeelding T, f van Ty X naar Ty Y uit Lemma 3.2.1 heet de raakafbeelding van
f in het punt a.
Uit de definitie volgt meteen dat

Y(s) = Tsv (1), (3.2.3)

als v : I — R een differentieerbare kromme is in een differentieerbare variéteit X en we Ts I op
kanonieke wijze met R hebben geidentificeerd.
Is Y een open deelverzameling van RP, dan noteert men ook wel

D f(a) =D foa :=D(id) @) o Ta f : Te X — RP (3.2.4)

voor de lineaire afbeelding van T, X naar RP, die we krijgen als we T, f laten volgen door de
kanonieke identificatie van Ty(,) ¥ met RP. Merk op, dat als f =  een lokale codrdinatisering van
X is, dan geeft (3.2.2) met A gelijk aan de identiteit, dat de in (3.2.4) gedefinieerde D f(a) gelijk is
aan de in (3.1.4) gedefinieerde D k4. Dit geeft een rechtvaardiging achteraf van de notatie.

Is f een reéelwaardige functie in X, differentieerbaar in het punt a € X, dan is

df(a) =D f(a),
zie (1.7.5), een reéelwaardige lineaire functie in T, X. Dat wil zeggen een element van
L(To X, R) = (T X)", (3.2.5)
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de duale van de raakruimte aan de variéteit X in het punt a. Een £ € (T, X)*, een lineaire vorm
in T, X, heet ook wel een coraakvector aan de variéteit X in het punt a € X.

TIedere £ € (T, X)* is van de vorm ¢ = df(a) voor een geschikte CF-functie f in een open
omgeving van a in X. Hiervoor is het namelijk voldoende om in lokale codrdinaten de lineaire
functies A : R” — R te beschouwen: dit zijn C*-functies met dA\(z) = A in ieder punt z € R".

Opmerking 3.2.1 Er is a priori geen reden om coraakvectoren met raakvectoren te identificeren.
Is er echter in iedere raakruimte T, X een niet-gedegenereerde bilineaire vorm 3, gedefinieerd, dan
geeft die een bijectieve lineaire afbeelding van T, X naar (T, X)*, die gebruikt kan worden om de
raakruimten met de coraakruimten te identificeren. Daarmee kan een raakvector v, aan X in het
punt a met de totale afgeleide df(a) van de functie f in het punt a geidentificeerd worden.
Vooruitlopend op latere terminologie, vermelden we hier dat als 3 een pseudo-Riemann-structuur
in X is, dan is v het gradiéntenvectorveld van f met betrekking tot 3, zie Opmerking 6.5.2. Is
daarentegen (3 een symplectische structuur, dan is v een Hamilton-vectorveld, zie (6.2.5). %)

Voor raakafbeeldingen geldt de volgende kettingregel.

Stelling 3.2.2 Zij X, Y en Z CF-variéteiten. Als f € CF(X,Y) en g€ C¥(Y, Z), dan is go f €
CH(X, Z) en
Tz(g0 f) = Ty)go Ta f voor iedere x € X. (3.2.6)

Bewijs Als k, resp. A, resp. p een kaart is voor X, resp. Y, resp. Z in een open omgeving van
%, esp. y = (z), resp. = = g(y) = go (), dan is

po(goflort=(nogoro(Aofor™t)

in een open omgeving van k(x). Hieruit volgt de eerste bewering, omdat de samenstelling van
Ck—afbeeldingen tussen Euclidische ruimten een Ck—afbeelding is.

Bij iedere v € T, X is er een differentieerbare kromme ~ in X met v(0) = x en +/(0) = v.
Vanwege het voorgaande is § := f o~y een differentieerbare kromme in Y met §(0) = y en

e:=(gof)oy=go(foy)=god

een differentieerbare kromme in Z met £(0) = z. De definitie van raakafbeelding uit Lemma 3.2.1
gebruikend, krijgen we dat

Ta(g0 f) (v) = €'(0) = Ty g (¢'(0)) = Ty g (Ta f (v)).

Omdat dit voor iedere v € T, X geldt, is (3.2.6) bewezen. O

Opmerking 3.2.2 We besluiten deze paragraaf met enige klassieke terminologie. A o k™! is

de afbeelding die (ki(x),..., kn(z)) in (A1(z),..., Ap(z)) overvoert. In codrdinaten uitgeschreven

wordt (3.1.3):

n
oLy
VX,i = 8/%;- Uk, 55 (327)
Jj=1

waarbij het punt x(a), waar wordt gedifferentieerd, uit de notatie is weggelaten. In de gebruikelijke
matrixnotatie zijn v, en vy dus kolomvectoren. Men zegt dat v, onder de codrdinatentransformatie
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van K naar A contravariant in vy overgaat. Raakvectoren aan X = snelheidsvectoren van bewegingen
in X worden in deze terminologie daarom ook wel als “contravariante vectoren” aangeduid.

Anderzijds, als we schrijven &, = d(for™!) x(a), de totale afgeleide van f in de lokale codrdinaten
K, dan geeft toepassing van de kettingregel op

fort=(foxHoNor™),

dat

n
Ekyj = Z&,i 321 (3.2.8)
i=1

Hierin treden &) en &, dus op als rijvectoren. De transformatie (3.2.8) heet covariant. Coraakvec-
toren aan X = totale afgeleiden van functies in X worden daarom ook wel “covariante vectoren”
genoemd.

De namen “covariant”

en “contravariant” zijn in het begin van deze eeuw door Ricci en Levi-
Civita ingevoerd, met als eerste voorbeeld de transformatieregel voor de totale afgeleide df van
een reéelwaardige functie f in X. Misschien noemden ze dit “covariant”, omdat dit hun eerste
voorbeeld was, een andere verklaring geven ze niet.

De terminologie wordt in de notatie soms weergegeven door de codrdinaten en de componenten
van contravariante vectoren met bovenindices te noteren, dus k) en v, in plaats van Kj en Vg j.
De componenten van covariante vectoren worden met benedenindices genoteerd, omdat bij partiéle
differentiatie van f naar z7 de 27 in de noemer komt en daarmee de index j beneden. Dus Er,j
blijft zo.

Men combineert deze notatie met Einstein’s sommatieconventie. Die bestaat eruit dat, als in een
term dezelfde index j als bovenindex en als benedenindex optreedt, men dan sommeert over deze
index, terwijl men het sommatiesymbool Z?Zl daarbij uit de notatie weglaat. Dit correspondeert
met het idee, dat het bij een coraakvector £ en een raakvector v heel natuurlijk is om te kijken naar
de waarde

Ew) = &,
j=1

van de lineaire functie € in v.
Met deze conventies krijgen (3.2.7) en (3.2.8) de vorm

i = 2ol (3.2.9)
Ej = Eni 225 (3.2.10)

Als men veel met uitdrukkingen met indices in lokale codrdinaten moet rekenen, dan zijn dit
handige conventies. In situaties waar bovenindices ook machten kunnen voorstellen, kan een waar-
schuwing verhelderend zijn. %)

3.3 Inbeddingen

Uit (3.2.2), en het feit dat de totale afgeleiden van kaarten lineaire isomorfismen zijn, lezen we af
dat T, f injectief, respectievelijk bijectief is, dan en slechts dan als D(Ao for™!) x(a) dit is. Omdat
kaarten diffeomorfismen zijn en iedere samenstelling van diffeomorfismen een diffeomorfisme is,
concluderen we meteen de volgende variant voor variéteiten van de inverse-functiestelling.

46



Stelling 3.3.1 Zij X en Y CF-variéteiten, en zij f € C*(X,Y), k > 1. Dan is f een lokaal
CF-diffeomorfisme van X naarY, dan en slechts dan als, voor iedere a € X, Tq f bijectief is van
Ta X naar Ty Y. (Dit impliceert dat X en'Y dezelfde dimensie hebben.)

f is een Ck-diffeomorfisme van X naar Y, dan en slechts dan als Tq f : Ta X — Tra)Y
bijectief is voor iedere a € X en bovendien f bijectief is van X naar Y.

Stel X is een n-dimensionale differentieerbare deelvariéteit van de p-dimensionale differentieer-
bare variéteit Y. Dan is de identiteit id, beschouwd als afbeelding van X naar Y, een differentieer-
bare afbeelding en we hebben voor iedere a € X de raakafbeelding T, (id) van T, X naar T, Y. Is
k een lokale codrdinatisering in een omgeving van a in Y die X platlegt, dan is

koido(k|x)™ i (x1,..., 2p) — (z1,..., Tpn, 0,..., 0).

De totale afgeleide van deze lineaire afbeelding is gelijk aan deze lineaire afbeelding en is allerdui-
delijkst injectief. We concluderen dat T,(id) een injectieve lineaire afbeelding is van T, X naar
T.Y.

De beeldruimte B := T,(id)(T, X) is een lineaire deelruimte van T, Y, van dimensie n, omdat
T.(id) een lineair isomorfisme is van T, X naar B. Het is de gewoonte om T, (id) te gebruiken om
T X met B te identificeren. Dat wil zeggen, men schrijft

Ta X = Ta(id)(Te X) C T,Y, (3.3.1)

beschouwt T, X als lineaire deelruimte van T, Y en identificeert T, (id) met de identiteit, beschouwd
als afbeelding van T, X C Ty Y naar T, Y.

ZijnuY = RP, dus X is een differentieerbare deelvariéteit van RP. Dan hadden we de kanonieke
identificatie van T, Y met RP. Deze wordt gecombineerd met de bovenstaande identificatie van
Te X met een lineaire deelruimte van T, Y ~ RP. Hiermee krijgen we een kanonieke identificatie
van de raakruimten aan X, met n-dimensionale lineaire deelruimten van RP.

Dit zijn de raakruimten die in Analyse C werden ingevoerd. Daar werd ook nog opgemerkt dat
het in de klassieke literatuur, en in plaatjes, gebruikelijk is om de over a verschoven lineaire ruimte
a+Tq X de raakruimte te noemen. Men tekent dan de raakvector v € T, X als een pijl met de voet
(staart) in @ en de pijlpunt in @ + v. Wij benadrukken echter in dit college, dat de raakruimte een
lineaire ruimte is. Voorzichtiger gezegd: op natuurlijke wijze de structuur van een lineaire ruimte
bezit.

We onderzoeken nu hoe in het algemeen differenticerbare afbeeldingen met injectieve raak-
afbeeldingen zich gedragen.

Definitie 3.3.1 Zij X, Y differentieerbare variéteiten, f € C*(X,Y). Een indompeling of
immersie (engels, frans: immersion) van X in Y is een differentieerbare afbeelding f van X naar Y,
met de eigenschap dat, voor iedere a € X, de raakafbeelding T, f een injectieve lineaire afbeelding
is van T, X naar Ty, Y.

Een CF-inbedding van X in Y is een afbeelding f van X naar Y, waarvoor het beeld f(X) een
CF-deelvariéteit is van Y en f een CF-diffeomorfisme is van X naar f(X). @

Als f een differentieerbare inbedding is, dan geldt voor iedere a € X:
Ta f is bijectief van T, X naar Ty, (f(X)) C Tyq) Y- (3.3.2)
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Dit impliceert dat f een indompeling is. Is f een indompeling van X in Y, dan is
dim X = dim 7, X = dim T, f (T X) < dim Ty, Y = dimY. (3.3.3)

Als dim X = dimY, dan is een indompeling hetzelfde als een lokaal diffeomorfisme en een
inbedding hetzelfde als een diffeomorfisme naar een open deel van Y. Om deze reden worden de
termen indompeling en inbedding eigenlijk allen gebruikt als dim X < dimY. We geven nu een
eenvoudige lokale standaardvorm voor een indompeling, in geschikte kaarten in X en Y.

Lemma 3.3.2 Zij X en Y CF-variéteiten, k > 1, dimX = n, dimY = p, n < p. Zij f een
CF-afbeelding van X naarY, a € X en Tq f is injectief van To X naar Tt@)Y . Dan is er bij iedere
CF-kaart k in X met a € X,. een C*-kaart X in' Y met b= f(a) € Yy, met de eigenschap dat

Nofor™ti(zy,...,xn) = (21,..., Tn, 0,...,0)

in de open deelverzameling k(X N f~1(Y))) van R™.

Bewijs We bewijzen eerst dat er een (*-afbeelding p is van een open omgeving van b = f(a)
naar R", waarvoor kK = p o f.

De beeldruimte B := T, f(Tq X) van T, f is een n-dimensionale lineaire deelruimte van de p-
dimensionale lineair ruimte Ty Y. Zij 8 : B — R" een lineair isomorfisme, met coddinaatsfuncties
B; € B*. Breid (; uit tot een lineaire vorm 7; op Tp Y. Zoals na (3.2.4) is opgemerkt, zijn er
CF-functies ¢; in een open omgeving van b in Y, met dd;(b) = ~; voor alle 1 < i < n. De afbeelding
§ € CF(V, R™), waarvan de ¢; de codrdinaatsfuncties zijn, heeft nu de eigenschap dat

D(do f)(a) =Dd(b) o T f=pF0Taf

bijectief is van T, X naar R™. Vanwege de inverse-functiestelling is € := 6 o f een C*-kaart in een
open omgeving van ¢ in X. Uit
k=kKkoe lodof

lezen we nu af dat x = pro f voor = roe 1 od.
Schrijf n; = dp;(b). Vul deze aan tot een basis

m,---s My Mn+1---5 7p

van (T Y)*. Ook voor n+1 < i < p zijn er CF-functies y; in een open omgeving van b in Y, met
dpi(b) = ;. De afbeelding p met codrdinaatsfuncties p;, 1 <4 < p, is een C*-kaart voor Y als we
haar beperken tot een geschikte open omgeving Y, van b in Y.

Is 7 : RP — R" de projectie naar de eerste n variabelen, dan is kK = mo po f, ofwel mo g = id
als we noteren g = po f o k~'. Maar dit betekent dat g : x — (x,h(z)) voor een CF-afbeelding
h van een open deelverzameling W van R”, naar RP~". We krijgen de conclusie van het lemma,
als we voor )\ de samenstelling nemen van y met het C*-diffeomorfisme (z, z) — (z, z — h(z)) van
W x RP™" naar zichzelf. U

Gevolg 3.3.3 Zij f een CF-afbeelding van X naar Y. Alsa € X en Tof : T X — Tra) Y is
injectief, dan is er een open omgeving U van a in X, met de eigenschap dat f|y een CF-inbedding
is van U naar Y. De a € X waarvoor T, f injectief is, vormen een open deelverzameling A van
X. fla is een CF-indompeling van A in'Y.
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Stelling 3.3.4 Zij X enY C"-variéteiten, 1 < k <r < w. Een CF-afbeelding f van X naarY is
een CF-inbeddding van X in'Y', dan en slechts dan als f een injectieve indompeling is en de inverse
een continue afbeelding is van f(X) naar X. Hierbij is f(X) voorzien van de relatieve topologie
als deelverzameling van 'Y .

Bewijs De noodzaak van alle voorwaarden is duidelijk. Omgekeerd geeft de continuiteit van f 1,
dat er bij iedere a € X en iedere open omgeving U van a in X een open omgeving V van f(a)
in Y is, met de eigenschap dat f(U) = f(X)NV. U als in Gevolg 3.3.3 kiezend, krijgen we dat
f(X)NV een CF-deelvariéteit is van Y en dat f een CF-diffeomorfisme is van U naar f(X) N V.
Omdat ieder punt van f(X), van de vorm f(a) voor zekere a € X, een open omgeving V heeft met
deze eigenschappen, is de conclusie dat f(X) een CF-deelvariéteit is van Y en dat f een lokaal CF-
diffeomorfisme is van X naar f(X). Omdat een bijectief lokaal diffeomorfisme een diffeomorfisme
is, is de conclusie dat f een C*-inbedding is van X in Y. O

Als X een CF-deelvariéteit is van Y, dan is de identiteit id : X — Y een inbedding van X in Y.
Stelling 3.3.4 leidt nu tot de volgende karakterisering van deelvariéteiten, aangekondigd na Stelling
2.6.1.

Gevolg 3.3.5 Zij Y een CF-variéteit, k > 1, Een deelverzameling Z van'Y is een CF-deelvariéteit
van Y, dan en slechts dan als Z gelijk is aan het beeld f(X) van een CF-afbeelding f van een
CF-variéteit X naar'Y, met de volgende eigenschappen.

a) Tq f is injectief voor iedere a € X.
b) f injectief.

c) f~1is continu van Z naar X.

Merk op dat b) en c) samen zeggen dat f een homeomorfisme is van X naar Z, waarbij Z is
voorzien van de relatieve topologie als deelverzameling van X.

Voorbeeld 3.3.1 Zij X en Y ("-variéteiten. Voor iedere y € Y is X x {y} een C"-deelvariéteit
van X x Y en de afbeelding i1, :  — (x, y) uit (2.7.3) is een C"-diffeomorfisme van X naar
X x {y}, dus een C"-inbedding van X in X x Y. Op dezelfde manier is voor iedere z € X de
verticale as {x} x Y een (C"-deelvariéteit van X X Y en is iz , : y — (x, y) een C"-diffeomorfisme
van Y naar {z} XY, dus i3 is een C"-inbedding van ¥ in X x Y.

Er geldt dat (X x {y}) N ({z} xY) ={(z, y)} en

T(x,y) (X X Y) = T(x,y) (X X {y}) S T(a&,y)({x} X Y)
(Zie Voorbeeld 2.4.4 voor de definitie van directe som.) Hiermee samenhangend is de afbeelding
(u, U) — Ts iLy(u) =+ Ty ’L'27m(’0) Ty X X Ty Y — T(x,y) (X X Y) (334)

een lineair isomorfisme, men gebruikt dit ook wel om T, ,)(X x Y) met T, X x Ty Y te identifi-
ceren. o

Voorbeeld 3.3.2 Het voorbeeld f : ¢+ (cost, sint) : R — R? laat zien dat een indompeling
niet injectief hoeft te zijn en toch een deelvariéteit als beeld kan hebben. %)
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Voorbeeld 3.3.3 De afbeelding f : ¢t — (12 — 1, (t? — 1)t) : R — R? is een indompeling. We
hebben
FR) =W = {(z,y) € R? | y* = 2° + 2%},

een deelverzameling van R? die eruit ziet als een wichelroede. f is niet injectief, omdat f~1({0}) =
{—1, 1}. Beperken we ons echter tot X = R\ {—1, 1}, dan zien we dat f|x een reéel-analytische
(zelfs polynomiale) inbedding is van X in R2. Anderzijds is er is geen enkele omgeving V van de
oorsprong in R? waarvoor W NV een differentieerbare deelvariéteit is van R2. Zelfs is W NV nooit
homeomorf met een interval, omdat iedere kleine omgeving van 0 in W minstens vier randpunten

heeft. Nemen we tenslotte U =| — 0o, 1[, dan is f een injectieve indompeling. Desondanks is f(U)
geen één-dimensionale deelvariéteit van R™, omdat iedere kleine omgeving van 0 = f(—1) in f(U)
minstens drie randpunten heeft. @

Voorbeeld 3.3.4 Het beeld van een injectieve indompeling kan er echter nog veel ingewikkelder
uitzien. Zelfs kan het beeld van een injectieve indompeling van R dicht liggen in een hoger-
dimensionale variéteit.

Zij ¢ € R. De afbeelding

fit (t+Z tc+Z):R—T:=(R/Z)*

is een reéel-analytische indompeling van R in de twee-dimensionale torus 7T'. f is injectief, dan en
slechts dan als ¢ irrationaal is, hetgeen we van nu af aan aannemen.

De doorsnede van f(R) met de “verticale as” {0 + Z} x R/Z bestaat uit de (0 + Z, g + Z),
waarbij

g€ G :={kc+1| k1 eZ}.

Merk op dat G een ondergroep is van de optelgroep der reéle getallen.

Zij G een willekeurige ondergroep van R, G # {0}. Omdat —g € G als g € G, iser een g € G
met g > 0. De intervallen [mg, (m + 1) g[, m € Z, overdekken R, dus bij iedere r € R is er een
m € Z, met |[r —mg| < g. Merk op dat mg € G.

Zij v het infimum der g € G met g > 0. Als v = 0, dan zien we uit het bovenstaande, dat G
dicht ligt in R.

Neem nu aan dat v > 0. Dan is v € G. Immers, anders zou er een monotoon naar y dalende rij
in G bestaan, de verschillen van opeenvolgende elementen daarin zouden willekeurig kleine positieve
elementen van G opleveren, in tegenspraak met v > 0. Nu is er bij iedere r € G een m € Z met
0<r—m~vy<~. Omdat r — m~y € G, is de conclusie dat » = m~. De conclusie is dat 6fwel G
dicht ligt in R, 6fwel G = Z~y voor een v € G, v > 0.

Terugkerend naar G., zien we dat het geval G. = Z~ correspondeert met ¢ = p~y, 1 = g, voor
zekere p,q € Z, ¢ > 0. Dit impliceert dat ¢ = p/q € Q, tegenspraak. G, ligt dus dicht in R. Maar
dit impliceert meteen dat f(R) dicht ligt in 7. Immers, zij (z +Z, y+ Z) € T, x,y € R. Voor
iedere € > 0 is zijn er k,l € Z, waarvoor

(y —xc)—(ke+1)| <e.

Maar dit impliceert dat f(z + k) = (x + Z, (x + k) ¢ + Z) willekeurig dicht bij (z + Z, y + Z) komt.

Men kan dit generaliseren tot:

fO)=@ter+2Z,...,tep, + 7).
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Als ¢1, ..., ¢y € R lineair onafhankelijk zijn over Q, dan is f een injectieve indompeling, waarvan
het beeld f(R) dicht ligt in de n-dimensionale torus. Deze voorwaarde voor de ¢; is equivalent met:

n
Zk:jcj =0, kj €Z = k; =0voor alle j.
j=1

Q@

In veel situaties is het prettig, indien een deelvariéteit Z van een variéteit Y een gesloten
deelverzameling is van Y. Als Z de beeldverzameling is van een inbedding f : X — Y, dan zou
men dit af willen kunnen lezen uit een eigenschap van de afbeelding f.

Definitie 3.3.2 Een afbeelding f van een topologische ruimte X naar een topologische ruimte
Y heet proper, indien voor iedere compacte deelverzameling L van Y het volledige origineel K :=
f~Y(L) een compacte deelverzameling is van X. %)

Lemma 3.3.6 Zij X en Y topologische ruimten, waarbij verondersteld wordt dat' Y lokaal compact
en Hausdorff’s is. Is f een propere en continue afbeelding van X naarY , dan is de beeldverzameling
f(X) een gesloten deelverzameling van Y .

Bewijs Zij p een punt in de afsluiting van f(X) in Y. Omdat Y lokaal compact is, heeft p
een compacte omgeving L in Y. Omdat L een omgeving van p is, ligt p ook in de afsluiting van
f(X)NL.

De properheid van f impliceert dat K := f~!(L) een compacte deelverzameling is van X. De
continuiteit van f impliceert vervolgens dat f(K) = f(X)N L een compacte deelverzameling is van
Y. Omdat Y Hausdorfl’s is, volgt hieruit dat f(X) N L gesloten is en daarom het punt p bevat,
dat immers in de afsluiting van f(X) N L lag. We concluderen dat ieder punt p in de afsluiting van
f(X) tot f(X) behoort, ofwel f(X) is gesloten. O

Gevolg 3.3.7 Zij X en'Y differentieerbare variéteiten en f : X — Y een C'-inbedding. Dan is
f(X) een gesloten deelverzameling van'Y', dan en slechts dan als f een propere afbeelding is van X
naar'Y .

Bewijs Alleen het “slechts dan” moet nog toegelicht worden. Neem aan dat f(X) gesloten is in
Y en dat L een compacte deelverzameling is van Y. Dan is f(X)N L een compacte deelverzameling
van Y en daarmee ook van f(X). De continuiteit van f=!: f(X) — X geeft nu dat f~}(L) =
F~Yf(X)N L) een compacte deelverzameling van X is. O

Opmerking 3.3.1  Whitney bewees al in de 30-er jaren, dat voor iedere n-dimensionale C*-
variéteit X die gelijk is aan de vereniging van aftelbaar veel compacte deelverzamelingen, er een
propere C*®-inbedding f is van X naar R, waarbij N = 2n + 1 genomen kan worden. Het is een
diep resultaat van Grauert [8], dat f zelfs reéel-analytisch genomen kan worden.

Het is duidelijk dat de voorwaarde, dat X gelijk is aan de vereniging van een aftelbare rij
compacte deelverzamelingen, hiervoor noodzakelijk is. Immers, als B, de gesloten bol om de oor-
sprong met straal r in RY voorstelt en Z = f(X) is een gesloten deelverzameling van R, dan is
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L, = Z N B, een compacte deelverzameling van Z, dus K, = f~!(L,) is een compacte deelverza-
meling van X. Anderzijds is RY gelijk aan de vereniging over r = 1,2,... van de B,, dus is X
gelijk aan de vereniging van de K. %)

3.4 Submersies

Definitie 3.4.1 Zij X en Y CF-variéteiten, & > 1. Een CF-overstroming of C*-submersie van X
naar Y is een f € CF(X, Y) met de eigenschap dat T, f surjectief is van T, X naar Tf(a) Y, voor
iedere a € X. @

We beginnen weer met een standaardvorm in geschikte lokale co6rdinaten.

Lemma 3.4.1 Zij X enY CF-variéteiten, f € C*(X,Y), k > 1. Veronderstel verder dat a € X
en dal Tq f surjectief is van Tq X naar Ty Y. Danisn =dim X > p=dimY. Verder is er bij
iedere CF-kaart X\ in' Y met b= f(a) € Yy een C*-kaart x in X met a € X,, met de eigenschap dat
Xo for™! gelijk is aan de projectie

T (X1,.ony T,y Tpyty-nns Tn) = (T1,..0, Tp)
naar de eerste p variabelen, in een open omgeving van k(a) in R™.

Bewijs Het is uit de lineaire algebra bekend, dat de surjectiviteit van To f : Te X — TpY
impliceert dat de getransponeerde afbeelding

(Ta f)" :n—noTaf: (ToY)" — (Ta X)*
injectief is. De coraakvectoren
& = d()\z o f)(a) = d)\l(b) oy f7 1 <1< p,

zijn de beelden onder (T, f)* van de basis 7; := d\;(b) van (TpY)*, dus de &; zijn lineair onathan-
kelijk in (Tq X)*.

Vul deze aan tot een basis &1,..., &, van (T, X)*. Voor 1 < i < p schrijven we k; := \; o f.
Hiervoor geldt dk;(a) = ;. Zoals we na (3.2.4) hebben gezien, kunnen we voor p+1 < j < n
CF-functies k; in een open omgeving van @ in X vinden, met dk;(a) = ;. Dan is

K:x— (K1(z),..., kn(T))

een CF-afbeelding van een open omgeving van a in X naar R", waarvoor D x(a) bijectief is. Vanwege
de inverse-functiestelling is de beperking van k tot een geschikte open omgeving van a in X een
CF-kaart voor X. Anderzijds geeft de constructie meteen dat mox = Ao f, dus Ao for ™!
een open omgeving van £(a) in R™. O

= 7in
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Gevolg 3.4.2 Zij X en'Y CF-variéteiten, k > 1, n = dimX > p = dimY, f € C*(X,Y). De
verzameling U der a € X, waar T, f surjectief is van Tq X naar Tyq) Y, is een open deelverzame-
ling van X. f|y is een CF-overstroming van U naar Y. f(U) is een open deelverzameling van Y.

Voor iedere b € f(U) is
Up:=fH({) NU ={z €U | f(z) =b}

een (n — p)-dimensionale CF-deelvariéteit van U en gesloten als deelverzameling van U.

Voor een willekeurige afbeelding f noemt men X, := f~({b}) ook wel de vezel van de afbeelding
f, voor de waarde b. Gevolg 3.4.2 geeft voor iedere b in de p-dimensionale variéteit f(U) een (n—p)-
dimensionale CF-deelvariéteit U, van U, de lokale beschrijving in Lemma 3.4.1 laat zien dat deze
naast elkaar liggen als de bladen van een boek. Het begrip vezelbundel in Opmerking 3.4.1 is nog
iets specialer.

De functies van de vorm h = go f, met g een functie in Y, zijn precies de functies, die constant
zijn in de vezels X3, b € Y. In de natuurkunde kunnen de b € Y “extern waargenomen” toestanden
van een systeem voorstellen, terwijl het gedrag van het systeem ertoe leidt dat men nog extra
“interne vrijheidsgraden” aan het systeem wil toekennen. Het is daarbij alsof men het punt b
vervangt door een hele vezel X3, waarbij de X met b € Y samen een hoger-dimensionaal systeem
X vormen.

Het kan echter ook gebeuren, dat om de één of andere reden het systeem in zijn bewegingen
beperkt blijft tot een vezel X3. Bijvoorbeeld, doordat f(x) als gevolg van de bewegingsvergelijkingen
constant blijft gedurende de beweging, zoals gebeurt als f(z) de totale energie van het systeem in de
klassieke mechanica voorstelt. Ofwel doordat dwangkrachten (constraints) geintroduceerd worden
die het systeem in X houden. Hierbij kan X; een meer ingewikkelde globale topologische structuur
hebben dan X; denk bijvoorbeeld aan deelvariéteiten van X = R". Overgang van X naar Y via de
projectie f en overgang van X naar X; door inperking, zijn twee heel verschillende manieren om
lager-dimensionale systemen te krijgen.

Stelling 3.4.3 Stel f is een propere submersie van een n-dimensionale CF-variéteit X naar een
p-dimensionale CF-variéteit Y. Als X # () en' Y samenhangend is, dan is f(X) =Y. Verder is
dan voor iedere y € Y de vezel f~1({y}) een niet-lege en compacte C*-deelvariéteit van dimensie

n—p.

Bewijs Uit Gevolg 3.4.2 volgt dat f(X) een open deelverzameling is van Y, terwijl uit Lemma
3.3.6 volgt dat f(X) gesloten is in Y. Omdat f(X) niet-leeg is en Y samenhangend, is de conclusie
dat f(X) =Y. Verder is {y} een compacte deelverzameling van Y, de properheid van f geeft
daarom dat de vezel voor de waarde y compact is. De conclusies over de variéteitsstructuur van de
vezels zijn in Gevolg 3.4.2 al getrokken. (]

Opmerking 3.4.1 Zij X, Y en Z CF-variéteiten, 7 € C*(X, Y). Een CF lokale trivialisering
voor m over de open deelverzameling V =V, van'Y en met vezel Z is een C*-diffeomorfisme 7 van
77 1(V) naar V x Z, met de eigenschap dat 7o 77! gelijk is aan de projectie w1 : V x Z — V naar
de eerste variabele.

Een CF-vezelbundel bestaat uit de volgende gegevens.

i) Een CF-variéteit X, de bundel.
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ii) Een C*-variéteit Y, de basis.

iii) Een Ck-variéteit Z , de wvezel.

iv) Een CF-afbeelding 7 van X naar Y, de projectie.

)
)
)
v) Een collectie 7 van CF lokale trivialiseringen van 7 met vezel Z, waarbij de V, met 7 € T
een open overdekking van Y vormen.

Men noemt X ook een Z-bundel over Y.

Merk op dat 7=(V;) een open deelverzameling is van X, het is de vereniging van de vezels
X, = 7 Y({y}), waarbij y de verzameling V,; doorloopt. Het definitiegebied van 7 is daarmee
alleen maar lokaal wat betreft de basis, in de vezelrichting mag niet ingeperkt worden.

Omdat 7 = 7 o7 in 771 (V;), m; een overstroming is en 7 een diffeomorfisme, zien we dat 7
een overstroming is. Omdat Y gelijk is aan de vereniging van alle V., is voor iedere y € Y de vezel
X, een Ck_deelvariéteit van X, endim X, =dimX —dimY.

Als y € V;, dan is de beperking van 7 tot X, een CF-diffeomorfisme van Xy naar {y} x Z.
Gevolgd door projectie naar de tweede variabele geeft dit een C*-diffeomorfisme van Y, naar Z.
Daarmee worden alle vezels van © C*-diffeomorf met dezelfde variéteit Z , dus ook dim X, = dim Z
voor iedere y € Y. Een en ander impliceert ook dat de projectie 7 surjectief is van X naar Y.

Men kan bewijzen dat, in de situatie van Stelling 3.4.3, X een vezelbundel is, met f als projectie
en Y als basis. %)

3.5 Dwarse Snijding

Definitie 3.5.1 Stel X en Y zijn CF-deelvariéteiten van een CF-variéteit Z. Men zegt dat X en
Y elkaar dwars snijden in het punt a, alsa € X NY en

ToZ =T X +T,Y.

Men zegt dat X en Y elkaar dwars snijden, als dit het geval is voor alle a € X NY. In dit geval
noteert men soms X MY, de T in dit symbool staat voor transversaal. @

Als FE en F lineaire deelruimten zijn van een eindig-dimensionale lineaire ruimte G, dan snijden
E en F elkaar dwars, dan en slechts dan als F + F' = G. De variéteiten X en Y snijden elkaar
dus dwars in @ € X NY, dan en slechts dan als de raakruimten T, X en T,Y, beschouwd als
deelruimten van T, Z, elkaar dwars snijden.

In het algemeen heeft men voor de lineaire deelruimten E en F' de dimensieformule

dim E + dim F = dim(E N F) + dim(E + F). (3.5.1)

Het bewijs gaat door eerst een basis van F N F te kiezen en deze vervolgens uit te breiden tot een
basis van E en tot een basis van F'. Het resultaat is dan een basis van F + F. Hieruit lezen we af
dat E + F = G alleen op kan treden, als dim £ + dim ' > dim G, en in dit geval is

dim(ENF)=dimE + dim F — dim G, (3.5.2)
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de minimale waarde die met het oog op de dimensieformule mogelijk is voor dim(ENF"). Anderzijds
impliceert (3.5.2) ook dat dim(E + F') = dim G, dus dat E en F elkaar dwars snijden.

Als X NY = () dan zegt men ook dat X en Y elkaar dwars snijden. Is dim X +dimY < dim Z,
dan snijden X en Y elkaar dwars, dan en slechts dan als X N Y = ().

Dwars snijden is stabiel in de zin dat als E en F elkaar dwars snijden en E’, resp. F’ zijn
lineaire deelruimten van G' met dim £/ = dim E, dim F’ = dim F, E’ voldoende dicht bij E en
F' voldoende dicht bij F', dan snijden E’ en F’ elkaar dwars. De precieze formulering hiervan in
termen van Grassmann-variéteiten luidt: de verzameling D,, ,(G) der (E, F) € Gn(G) x Gp(G)
waarvoor E + F' = G, is een open deelverzameling van G,(G) x Gp(G).

De dwarse positie is ook “algemeen” in de zin dat als dim E 4+ dim F' > dimG = g en F en F
zijn niet dwars, dan kan men een F’ willekeurig dicht bij F' vinden, zédanig dat E en F’ elkaar
wél dwars snijden. Preciezer: Als n + p > ¢, dan is voor iedere E € G,(G) de verzameling der
F € Gp(G) met E+ F = G een dichte deelverzameling van G,(G). We gaan hier niet verder op de
bewijzen in, we zullen dit resultaat ook niet echt gebruiken in dit college. Men zegt ook wel dat
dwarsheid een generieke eigenschap is.

We geven nu weer eerst een eenvoudige standaardvorm in lokale codrdinaten.

Lemma 3.5.1 Veronderstel dat de C*-deelvariéteiten X en'Y wvan de C*-variéteit Z elkaar dwars
sniyjden in het punt a. Noteer dim X = n, dimY =p, dimZ = q. Merk op datn < q, p < q en
n+p > q. Dan is er een C*-diffeomorfisme r van een open omgeving U van a in Z, naar een open
omgeving V van 0 in R?, waarvoor k(a) =0,

K(XNU)={zxeV|z;=0vooralle n+1<j<q}

en
k(Y NU)={x eV |z;=0vooralle 1 <j<q—p}

Bewijs We beginnen met te werken in lokale codérdinaten, waarin X plat ligt, dat wil zeggen,
gegeven wordt door de vergelijkingen x; = 0 voor alle n +1 < j < g. Ook kunnen we door een
geschikte verschuiving in de eerste n variabelen ervoor zorgen dat a = 0.

Te X is dan de lineaire ruimte opgespannen door de eerste n basisvectoren in RY. Hiervan
is S := T, X NT,Y een lineaire deelruimte, van dimensie n + p — ¢q. Er is daarom een keuze
1<i(l) <i(2) <...<i(qg—p) <n, waarvoor T, X = L+ S, als L de lineaire ruimte voorstelt,
die opgespannen is door de basisvectoren €;;), 1 < j < ¢ — p. Na omnummeren van de eerste n
variabelen, waaronder X niet verandert, mogen we aannemen dat i(j) = j voor alle 1 < j < g —p.

Omdat S ook een lineaire deelruimte is van T, Y, krijgen we dat

RI=T,Z=TyX+T,Y=L+S+T,Y=L+T,Y.

Maar dit betekent dat de lineaire projectie m van T, Y naar de laatste p variabelen een lineair
isomorfisme is. Vanwege de inverse-functiestelling is er daarom een open omgeving U van 0 in RP,
Waarvoor 7y gy een CF-diffeomorfisme is van Y N U naar een open omgeving van 0 in R?.

Als we de punten van R? schrijven als z = (u, v, w), met u € RIP, v € R"™P % en w € RI",
dan wordt X gegeven door w = 0 en is Y van de vorm

Y = {(g(v, w)? v, W) ’ (U, w) € P}
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Hierin is P een open omgeving van 0 in R?, g een CF-afbeelding van P naar R97P en g(0) = 0. De
CF-codrdinatentransformatie
(ua v, U]) = (u —g(’U, w)v v, w)

laat nu X, de variéteit w = 0, ongewijzigd en voert Y over in de variéteit u = 0. O

Omdat g—p < n, zien we dat K(YNU) en k(XNU) bepaald worden door onderling onafhankelijke
lineaire relaties, de eerste door g — p relaties en de tweede door g — n relaties. Dus k(X NY NU) is
gelijk aan een open deelverzameling van een lineaire deelruimte van R? met codimensie gelijk aan
(g—p)+(g—n)=qg— (n+p—q), dus met dimensie gelijk aan n + p — q.

Gevolg 3.5.2 Stel X en Y zijn CF-deelvariéteiten van een CF-variéteit Z, k > 1. Dan is de
verzameling D der a € Z, waar X en'Y elkaar dwars snijden, een open deelverzameling van X NY .
Schrijf d = dim X + dimY — dimZ. Alsd < 0, dan is D = (. Als D # (), dan is D een
d-dimensionale C*-deelvariéteit, van X, van'Y en van Z. Voor de codimensies in Z geldt:

codim D = codim X + codimY.

3.6 Complexe Raakruimten

Is X een n-dimensionale complex-analytische variéteit, dan geldt Lemma 3.1.1, met overal R"
vervangen door C™, “lineaire ruimte” door “complex-lineaire ruimte” en “lineaire afbeelding” door
“complex-lineaire afbeelding”. Hiermee worden de raakruimten T, X van X complex-lineaire ruim-
ten, van complexe dimensie gelijk aan n.

Stel nu dat Y een p-dimensionale complex-analytische variéteit is en f een afbeelding van X
naar Y. In §1.9 is opgemerkt, dat een afbeelding g, van een open deel €2 van C™ naar CP, complex-
-analytisch is dan en slechts dan als g € C! en D g(z) complex-lineair voor iedere x € Q. We zien
nu uit (3.2.2), dat f een complex-analytische afbeelding is van X naar Y, dan en slechts dan als f
een Cl-afbeelding is van X naar Y, beschouwd als C'-variéteiten van reéle dimensie 2n, resp. 2p,
en Ty f een complex-lineaire afbeelding is van T, X naar Tj(,) Y, voor iedere a € X.

Alle stellingen uit dit hoofdstuk gelden nu ook met overal C* vervangen door “complex-analytisch”,
“lineaire ruimte” door “complex-lineaire ruimte”, “lineaire afbeelding” door “complex-lineaire af-
beelding”, “dimensie” door “complexe dimensie”.

3.7 Opgaven

3.7.1 Zij X en Y (F-variéteiten, k > 1. Bewijs dat, als f € C*(X,Y), dan is 2 — (z, f(z))
een CF-diffeomorfisme van X naar de grafiek G van f, dus is dit een CF-inbedding van X in
X xY. (Als f constant is, dan is dit 41 ,.) Verder, dat de lineaire deelruimte L := T(a, f()) G van
T(z,y)(X X Y) complementair is aan Ty, ,y({z} X Y). Tenslotte, dat L gelijk is aan de grafiek van
Taf:TaeX — Ty Y, als we de identificatie (3.3.4) gebruiken.

Omgekeerd, zij G' een CF-deelvariéteit van X x Y, (a, b) € G. Neem aan dat T(a,p) G com-
plementair is aan T(q, »)({a} x Y). Bewijs dat er een open omgeving A van a in X is, een open
omgeving B van b in Y en een f € C*(A, B), met de eigenschap dat G N (A x B) gelijk is aan de
grafiek van f. f is een lokaal diffeomorfisme in a, dan en slechts dan als T4, ) G 0ok complementair

is aan T4, p) (X x {b}).
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3.7.2 Bewijs dat f: t s (t2, t3) bijectief is van R naar de spits
S={(z,y) e R* | y* =2}

in het vlak. Bewijs dat S een één-dimensionale topologische deelvariéteit is van R?. Bepaal de
verzameling S’ waar S een differentieerbare kromme is. Bewijs dat de beperking van f tot R\ {0}
een inbedding is met S’ als beeld. Onderzoek tenslotte voor welke waarden van b, ¢ € R de kromme

Kye:={(z,y) eR*|y?* =2® + bx + ¢}

een één-dimensionale differenticerbare deelvariéteit is van R?. Maak een schets van Ky in de
diverse typerende gevallen. Wanneer is Kj . niet samenhangend?

3.7.3 Zij f als in Voorbeeld 3.3.4, nu met ¢ € Q. Bewijs dat f(R) een reéel-analytische deel-
variéteit van de torus is, reéel-analytisch diffeomorf met de cirkel.

3.7.4 Zij X, Y en Z CF-variéteiten, f € CF(X, Y) en g € C¥(Y, Z), k > 1. Bewijs de volgende
uitspraken.

g o f is een indompeling is van X in Z, dan en slechts dan als f een indompeling is van X in
Y en de beperking van Ty(,) g tot Tq f(Ts X) is injectief, voor iedere a € X. Dit laatste geldt als
g een indompeling is van Y in Z.

go f is een inbedding van X in Z, dan en slechts dan als f een inbedding is van X in Y en
glg(x) is een inbedding van f(X) in Z. Dit laatste geldt als g een inbedding is van Y in Z.

go f is een submersie van X naar Z, dan en slechts dan als g een submersie is van Y naar Z en

Ta f(Ta X) +ker Tp@y g =Tia)Y

voor iedere a € X. Dit laatste is het geval als f een submersie is van X naar Y.

3.7.5 Bewijs dat de orthogonale n x n-matrices een %n(n — 1)-dimensionale reéel-analytische
deelvariéteit O(n) vormen van de ruimte van alle n x n-matrices, de laatste opgevat als de n?2-
dimensionale Euclidische ruimte. Bewijs dat O(n) compact is. Bewijs, als 1 het eenheidselement
in O(n) voorstelt, dat T1 O(n) gelijk is aan de lineaire ruimte van alle anti-symmetrische n x n-
matrices.

3.7.6 Zij X de torus in R? als in opgave 2.9.13 en zij, voor iedere ¢ € R, V, het verticale vlak
dat bepaald is door de vergelijking x = c¢. Bepaal waar X en V. elkaar dwars snijden, ga na dat in
de buurt van die punten X N H, een gladde kromme in X, in H., en in R? voorstelt. Bepaal voor
welke waarden van ¢ de oppervlakken X en H,. elkaar dwars snijden. Beschrijf wat er met X N H,
gebeurt, als ¢ een waarde ¢y overschrijdt, waarvoor X en H,, elkaar niet dwars snijden. (Dat wil
zeggen, beschouw X N H. als ¢ een klein beetje kleiner is dan cg, als ¢ = ¢g, en als ¢ een klein beetje
groter is dan ¢g.)

3.7.7 Men zegt dat een Ck—afbeelding f, van een Ck_variéteit X naar CF-variéteit Z , dwars staat
op de CF-deelvariéteit Y van Z, als

Tfa) Z = Ta f(Ta X) + Tsa) Y
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voor iedere a € X. Bewijs dat dit het geval is, dan en slechts dan als de grafiek van f de deelvariéteit
X xY van X x Z dwars snijdt. Verder, is dit zo, dan is

) ={zeX|fx)eY}

een CF-deelvariéteit van X, van dimensie gelijk aan dim X + dimY — dim Z.
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Hoofdstuk 4

Vectorvelden

Zij X een n-dimensionale differentieerbare variéteit, die we met het oog op Opmerking 2.4.1 net
zo goed reéel-analytisch mogen veronderstellen. Aan het einde van §3.1 hebben we het standpunt
verdedigd, dat de raakruimten T, X, z € X, onderling disjuncte lineaire ruimten zijn. We zouden
dit in de notatie tot uitdrukking kunnen brengen door raakvectoren aan X te noteren met (x, v),
met ¢ € X en v € T, X. Waarschuwing: hiermee wordt niet bedoeld dat we de verzameling van
alle raakvectoren opvatten als een Cartesisch product van X met een vaste vectorruimte, immers
de T, X werden juist als verschillende lineaire ruimten beschouwd.

We gaan de raakruimten aan X samenvoegen tot een 2n-dimensionale variéteit T X. Dit zal het
mogelijk maken om families z +— v(z) van raakvectoren v(z) € T,y X te beschouwen, die continu
van een element z in een variéteit Z afhangen en die niet in één vaste raakruimte T, X hoeven te
liggen. Anders gezegd, waarvoor het voetpunt z(z) een niet-constante functie van z mag zijn. Zon
familie kan dan namelijk gedefinieerd worden als een continue afbeelding van de variéteit Z naar
de variéteit T X.

4.1 De Raakbundel

Definitie 4.1.1 Zij X een n-dimensionale Ck—variéteit, k > 1. De raakbundel T X van X is de
vereniging
TX = U T, X ={(z,v) |z € X, ve T, X}
rzeX

van de onderling disjuncte raakruimten T, X van X. De afbeelding 7 : (z, v) — 2 : TX — X heet
de projectie van de raakbundel naar de basis. Voor iedere lokale C*-kaart x van X definiéren we de
door k geinduceerde kaart

Tk:(x,v) — (k(z), Dr(v)) : 7 H(X,) — Ve x R® (4.1.1)

voor T X. Voorzien van deze kaarten wordt T X een 2n-dimensionale C*~1-variéteit. @

Stelling 4.1.1 Zijn X enY CF-variéteiten, k> 1 en is f € CF(X,Y), dan definieert
Tf:(z,v)— (f(z), Tz f(v))
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een CF~1-afbeelding T f van T X naar TY. Is verder g een CF-afbeelding van Y naar een CF-
variéteit Z, dan is
T(go f)=TgoT/. (4.1.2)

Bewijs (3.2.2) betekent dat
Tf=(TAN) toTO\ofor HoTk.
De raakafbeelding van ¢ := Ao f ok~ € C*(V, RP) is van de vorm
Te: (z, v) = (¢(z), Dp(z) (v)) : V x R" — R x R”.

Hieruit lezen we af dat T ¢ een C*~!-afbeelding is en daarmee T f ook.
(4.1.2) is hetzelfde als (3.2.6). O

Van een open deelverzameling X van R", met de identiteit als enige kaart, wordt de raakbundel
met X x R" geidentificeerd. Hiermee is de afbeelding Tk : T X, — Vi x R™ in (4.1.1) gelijk aan
de raakafbeelding van k : X, — V.

Definitie 4.1.2 Zij X een n-dimensionale C%“-variéteit. Een vectorveld in X is een afbeelding v,
die aan ieder punt z € X een raakvector v(z) aan X en in het punt x toevoegt. %)

Anders gezegd: v is een afbeelding van X naar T X, met de eigenschap dat v(z) € T, X, dus
m(v(x)) = x, voor iedere x € X. Ofwel:

mowv =id, de identiteit in X. (4.1.3)

Nu we T X van een variéteitsstructuur hebben voorzien, kunnen we een Ck_vectorveld in X
definiéren als een C*-afbeelding v : X — T X, die voldoet aan (4.1.3). We zullen de verzameling
van alle C*-vectorvelden in X met V*(X) noteren.

Is k een kaart voor X, dan is

Trovor iz (z, v.(x)): Vi — Vi x R,

ofwel
D kg - v(x) = ve(k(z)), € Xy, (4.1.4)

voor een eenduidig bepaalde afbeelding v, van Vi, naar R™. Omgekeerd is v eenduidig bepaald
door de v, k € A en is het duidelijk dat v € C*, dan en slechts dan als

v € CF(Vi., R™) voor iedere k € A. (4.1.5)

Men noemt vy : V,;, — R™ ook wel het vectorveld in lokale codrdinaten. Uit (3.1.4) en (3.1.3)
lezen we af dat deze voldoen aan de transformatieformule

ua(e(x)) =D - ve(a), (4.1.6)

als o = Aokt K\ € Ay, k(a) = .
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4.2 Triviale Raakbundels

Definitie 4.2.1 X heeft een triviale raakbundel, als er een Ck_diffeomorfisme 7 is van T X naar
X x R™, met de volgende twee eigenschappen. Schrijf

m i (r,u)—z: X xR" — X

o (z,u)—u: X xR" - R"
voor de projectie naar de eerste, respectievelijk de tweede variabele. Dan is
1) m=moTen

2) voor iedere x € X is de beperking 7, van m o 7 tot T, X een lineaire afbeelding van T, X
naar R™.

De afbeelding 7 heet een CF-trivialisering van de raakbundel. %)

In de klassieke meetkunde worden de raakvectoren v € T, X en w € Ty X parallel ten aanzien
van de trivialisering 7 genoemd, als

mg 0 7(v) = 79 o T(w).

De variéteit X heet daarom ook wel parallelliseerbaar, als zij een triviale raakbundel heeft.
Is 7 een Ck—trivialisering van T X en is e; de i-de standaardbasisvector in R", dan is

v sz T (T, €)

een CF-vectorveld in X. Deze vectorvelden v; = v;  hebben de eigenschap, dat voor iedere z € X
de vectoren v;(z) € T, X, 1 < i < n, een basis van T, X vormen. In het bijzonder is v;(x) # 0
voor iedere x € X en iedere 1 < i < n.

Zijn er omgekeerd CF-vectorvelden vy, ..., v, in X gegeven, met de eigenschap dat voor iedere
x € X de vectoren v;(x) in T, X lineair onafhankelijk zijn, dan kunnen we aan iedere v € T, X de
coéfficiénten ¢; = ¢; 5 (v) ten aanzien van de basis v;(z), 1 <14 < n toevoegen. Dat wil zeggen,

n
v :Zcivi(x), reX,ve T, X.
i=1

De afbeelding
T:(x,v) — (2, c12(v),..., cnz(v)) : TX — X xR"

is dan een Ck—trivialisering van T X en v; = v; » voor alle 1 <i <n.

Een n-tal vectorvelden v; als boven heet ook wel een bewegend raamwerk in X . E. Cartan voerde
dit begrip in onder de naam répére mobile, in het engels vertaald als moving frame.

Zij U een open deelverzameling van X. Een lokale trivialisering van T X in U is gedefinieerd
als een trivialisering van T U. Is k een kaart voor X, dan is

Tk : (.%', U) = (ZC, D/ﬁlx(’U))
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een lokale trivialisering in U = X,. (Waarschuwing: een lokale trivialisering 7 is niet altijd van
de vorm 7, voor een lokale C*-kaart x.) Dit laat zien dat iedere variéteit X wordt overdekt met
open omgevingen U waarin T X een lokale trivialisering heeft. Daarentegen is het een hele speciale
eigenschap van een variéteit X om een globale trivialisering te hebben.

Voorbeeld 4.2.1 De twee-dimensionale sfeer S heeft geen triviale raakbundel. Er zijn zelfs geen
continue vectorvelden v in S met de eigenschap dat v(x) # 0 voor alle x € S. Men zegt ook wel
dat “de bol niet zonder kruin gekamd kan worden”.

Om dit in te zien, beschouwen we eerst een continu vectorveld zonder nulpunten in een open
deelverzameling V' van het vlak R?, gegeven door f € C°(V, R?), f(x) # 0 voor alle z € V. Als v
een gesloten kromme is in V', beschouwd als continue afbeelding van de cirkel C' naar V', dan is

fv:thf(t)

een continue afbeelding van C' naar C'. Het windingsgetal

in(f) == w(fy)

van f, heet de Poincaré-index van het vectorveld f, langs de kromme 7. Dit gehele getal blijft
ongewijzigd onder continue deformatie (homotopie) van de kromme v in V. Als v(t) = = een
constante kromme in V' is, dan is i (f) = 0.

Beschouw nu een continu vectorveld v in de sfeer S, niet identiek gelijk aan nul. Door een
geschikte orthonormale basis in R? te kiezen, kunnen we arrangeren dat v(es) # 0. Noteer met
v+ het vectorveld in R?, dat verkregen wordt door stereografische projectie naar R? x {0}, vanuit
+es. Zie Voorbeeld 2.4.1. Uit (4.1.6) lezen we af, dat

vi(z) = (x, 2)v_(y) — 2(z, v_(y))z, als y= |xl”2 x. (4.2.1)

Vanwege de continuiteit van v is er een omgeving W van ez in S, met de eigenschap dat v(s) # 0
voor alle s € W. Dit betekent dat er een R > 0 is, waarvoor vy (x) # 0 zodra ||z|| > R. We gaan
nu i~ (v4 ) uitrekenen, als v = ~, gelijk is aan de cirkel om de oorsprong met straal r > R.

De identificatiec R? ~ C gebruikend, kunnen we schrijven

T = 7n€27rit7 v (y) _ a627ri5

met r,a > 0 en t,s € R/Z. Hiermee is
vy (1’) —r2q [627ris - (627ri(tfs) + 672m'(tfs)) 62m’t] — 2 ae27ri(2tfs).

Hierin hangt s = s(t) € R/Z nog van t af, via de athankelijkheid van y van x. We hebben gevonden
dat i, (v ) gelijk is aan het windingsgetal van de afbeelding

t—2t—s(t)+3:R/Z— R/Z.

Als r — oo, dan convergeert y naar 0 en v_(y) naar v_(0) # 0. Maar dit betekent dat s(¢) naar
een constante functie van ¢ convergeert. De conclusie is dat

i(r) =iy, (vy) =2 (4.2.2)

als r voldoende groot is.
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De index i(r) is een continue en geheelwaardige functie van r, dus constant, ofwel i(r) = i(R).
In het bijzonder is i(R) # 0 en daaruit volgt dat v, en daarmee ook v, nulpunten moet hebben.
Anders zou immers R = 0 en krijgen we een tegenspraak met ¢(0) = 0. %)

Opmerking 4.2.1 In Voorbeeld 4.2.1 werd de Poincaré-index alleen maar gebruikt om aan te
tonen dat een continue vectorveld v in de twee-dimensionale sfeer S nulpunten moet hebben. Ze
geeft echter ook informatie over de aard van de nulpunten van wv.

Stel f € C'(R?, R?). Een nulpunt p van f heet niet-gedegenereerd, als D f(p) inverteerbaar is.
Dit impliceert dat er een open omgeving U van p in R? is, waarvoor f(z) # 0 voor alle x € U.
Neem nu aan dat alle nulpunten van f niet-gedegenereerd zijn. Dan vormen de nulpunten van f
een discrete deelverzameling N van RP vormen, dus voor iedere r zijn er maar eindig veel p € N
met ||p|]| < 7. Door een verschuiving kunnen we ook arrangeren dat 0 ¢ N.

Als r naar 0 gaat, passeert 7, eindig veel nulpunten. Bij iedere passage van een nulpunt p kan
de index van f over +, verspringen. Het verschil is gelijk aan de index van f, gemeten langs een
kleine kring om p. Op deze manier is de index van f over een grote cirkel C' gelijk aan de som van
de indices van f over kleine cirkels om de nulpunten p van f die binnen C' liggen.

Zij nu p een (niet-gedegenereerd) nulpunt van f, noteer L := D f(p). Het teken van dit nulpunt
p van f is gedefinieerd als +1 wanneer det L > 0 en als —1 indien det L < 0.

Is v een kleine cirkel om p, éénmaal doorlopen in de positieve richting, dan is i(f) gelijk aan
het teken van p.

Men kan dit inzien door op te merken dat voldoende klein nemen van de straal geeft dat i~ (f)
gelijk is aan de index van het lineaire vectorveld x — L(x), langs een kring om de oorsprong.
Verder is de index ook constant als we L continu variéren in de ruimte GL(2, R) van inverteerbare
2 x 2-matrices. Nu heeft GL(2, R) twee samenhangscomponenten, bepaald door het teken van de
determinant. Men gaat tenslotte direct na dat als L = I, de identiteitsmatrix, dan is de index
gelijk aan +1, terwijl de index gelijk is aan —1 als L gelijk is aan de spiegeling om de z-as.

De conclusie is daarmee dat i+, (f) gelijk is aan de som van de tekens van de nulpunten van
f, die binnen =, liggen. Zij nu v een ('-vectorveld in S, met alleen maar niet-gedegenereerde
nulpunten, v(es) # 0. Het bovenstaande toepassend op f = vy, gecombineerd met (4.2.2), krijgen
we dat het aantal nulpunten van v met positief teken twee meer is dan het aantal nulpunten met
negatief teken. Er zijn dan dus minimaal twee nulpunten. Zijn er precies twee nulpunten, allebei
niet-gedegenereerd, dan hebben deze positief teken. %)

4.3 Gewone Differentiaalvergelijkingen

Definitie 4.3.1  Zij v een vectorveld in de variéteit X. Een oplossing van de differentiaal-
vergelijking
Ccll—f = v(z) (4.3.1)

is een differentieerbare kromme ~ : I — X in X, met I een open interval in R, waarvoor geldt dat
v (t) = v(y(t)) voor alle t € I. (4.3.2)
@
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Merk op dat het linker- en rechterlid in (4.3.2) beiden in T, ) X liggen, hetgeen de vergelijking
zinvol maakt. Dikwijls wil men voor willekeurige tg € R, zg € X ook nog voorschrijven dat

v(to) = o (4.3.3)

Men zegt dat er een lokale existentiestelling geldt voor het beginwaardeprobleem voor (4.3.1), als er
bij iedere tg € R en g € X een open interval I om ¢y in R is en een oplossing v : I — X van
(4.3.1), die voldoet aan (4.3.3). Men zegt dat er een lokale eenduidigheidsstelling geldt voor het
beginwaardeprobleem voor (4.3.1), als er voor ieder paar oplossingen v : I — X, § : J — X met
to € INJ en y(tg) = d(to), een open interval H C I N J is, met de eigenschap dat v(t) = §(t) voor
allet € H.

Is k een kaart voor X, dan ligt het voor de hand om (4.3.2) te vertalen in een vergelijking voor

d:=kroy:J — Vg,
J:=TIny (X,

We hebben

8'(t) =D kypy - 7 (1),
U (6(1)) = D ki) - v(7(1)),

zie (3.1.2), (3.1.4) en (4.1.4). Hieruit lezen we af dat (4.3.2) geldt voor ¢ € J, dan en slechts dan
als § een oplossing is in J van het stelsel gewone differentiaalvergelijkingen

in (de open deelverzameling V,; van) R"™. De lokale existentie- en eenduidigheidsstelling voor het
beginwaardeprobleem voor stelsels in R", zoals bijvoorbeeld in Analyse D is behandeld, geeft nu
door terugvertaling naar X via de lokale cotrdinatiseringen, de volgende stelling.

Stelling 4.3.1 Zij v een Cl-vectorveld in de variéteit X. Dan geldt er een lokale existentie- en
eenduidigheidsstelling voor het beginwaardeprobleem voor Cfl—f =ov(x).

In Analyse D is deze stelling geformuleerd voor t-afhankelijke vergelijkingen. Dat hadden we
hier ook kunnen doen, in dat geval is v een afbeelding van I x X naar T X, met de eigenschap dat,
voor iedere t € I, de afbeelding = — v(t, x) een vectorveld in X is. Hierin is I een open interval
in R. De meeste hierna volgende stellingen kunnen tot vergelijkingen van de vorm fli—f = o(t, )
gegeneraliseerd worden.

Lemma 4.3.2 Fen lokale eenduidigheidsstelling voor het beginwaardeprobleem voor Ccll—f = v(x) im-
pliceert een globale eenduidigheidsstelling: als v: 1 — X en § : J — X oplossingen zijn, to € INJ,

v(to) = 0(to), dan is y(t) = d(t) voor alle t € I N J.

Bewijs Zij H={te€ INJ|~(t) = d(t). De lokale eenduidigheidsstelling impliceert dat H een
open deelverzameling is van I N J. Anderzijds volgt uit de continuiteit van + en §, dat H ook een
gesloten deelverzameling is van I'NJ. Omdat INJ een interval is, is I NJ samenhangend. Daarmee
is H=1nNJ, als H niet-leeg is.
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Het gesloten zijn van H kan als volgt bewezen worden. De afbeelding

v Xt (y(t), 6(t)

is continu van I N J naar X x X. H is het volledige origineel onder v x § van de diagonaal

A={(z,y) e X xX |y=uz} (4.3.4)
in X x X. Ais een gesloten deelverzameling van X x X. (Dit is equivalent met het Hausdorff’s
zijn van X.) Dus is H een gesloten deelverzameling van I N J. U

dx

Een oplossing v : I — X van 9§ = v(x) heet marimaal, als ze geen uitbreiding heeft tot een
oplossing 9§, die in een groter interval J is gedefinieerd. Uitgeschreven: als § : J — X een oplossing
is, ] C Jend|; =7,danis J =1 en dus § = .

7ij ‘fl—? = v(z) een vergelijking, waarvoor een lokale existentie- en eenduidigheidsstelling geldt.
Voor iedere (tg, zg) € R x X is er een eenduidig bepaalde maximale oplossing v : I — X. [ is
gelijk aan de vereniging van alle definitie-intervallen H van oplossingen 3 : H — X met ty € H,
B(ty) = xo en we definiéren y(t) = [(t) als t € H. Omdat «(t) = ((t) voor alle t € GN H als
a : G — X een andere oplossing is met «a(tg) = xg, is de definitie van «(¢) onafhankelijk van de
keuze van de oplossingen.

Van nu af aan zullen we met “oplossing” van een vergelijking Ccll—f = v(x), waarvoor een lokale
existentie- en eenduidigheidsstelling geldt, steeds de maximale oplossing bedoelen.

Stelling 4.3.3 Zij v een continu vectorveld in X en veronderstel dat er een lokale existentie- en
eenduidigheidsstelling geldt voor het beginwaardeprobleem wvoor ‘fl—? =wv(x). Zijvy: 1 — X een
maximale oplossing en veronderstel dat I naar boven begrensd is. Schrijf s = supI. Dan is er bij
iedere compacte deelverzameling K van X een € > 0, met de eigenschap dat v(t) € X \ K voor alle

t € IN]s — e, s[. Fen soortgelijke conclusie geldt als i := inf I > —oco.

Bewijs Dit gaat net als in Analyse D. Als de conclusie van de stelling niet geldt, dan is er een
compacte deelverzameling K van X en een rij t; € I die naar s convergeert, waarvoor y(t;) € K
voor alle j. Door overgang op een deelrij j = j(k) vinden we een z € X met y(t;4)) — = als
k — oo.

7ij k een kaart in een coordinaatomgeving X, van z. Door inperking van het definitiegebied,
kunnen we arrangeren dat dat v, begrensd is in V. Dan wordt vervolgens aangetoond dat er een
e > 0 is, waarvoor y(t) € X, voor alle t € IN]s —e, s[. Het argument is dat anders o+ steeds een
bepaalde positieve afstand in een steeds kortere tijd zou moeten overbruggen, bij het heen en weer
schieten tussen k(z) en het complement van V. Dit komt in tegenspraak met de begrensdheid van

A1) (1) = v(k 0 Y(t))

als v(t) € X,..

Diezelfde begrensdheid levert vervolgens dat x o v(t) — k(z), dus y(t) — =z, voor t T s. Zij
d de oplossing met 0(s) = z. Dan vormt de vereniging van v met 0 een oplossing in een groter
definitie-interval. Dit is in tegenspraak met de definitie van s. O
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Gevolg 4.3.4 Zij v een continu vectorveld in X en veronderstel dat er een lokale existentie- en
eenduidigheidsstelling geldt voor het beginwaardeprobleem voor ‘fl—f = v(x). Als X compact is, dan

is iedere oplossing ~y(t) voor alle t € R gedefinieerd.

Merk op dat, als men alleen maar differentiaalvergelijkingen in open deelverzamelingen X van
R" beschouwt, dit gevolg niet veel inhoudt: X kan alleen tevens gesloten en niet-leeg zijn als
X = R"™; dit is alleen compact als n = 0. In de categorie der variéteiten zijn er echter talloze
voorbeelden van compacte X.

Stelling 4.3.5 Zij v een vectorveld in X, waarvoor een lokale eenduidigheidsstelling geldt voor het

beginwaardeprobleem wvoor Ccll—f =wv(x). Zijzg € X en zijy: I — X de mazimale oplossing van

4 — y(z), met y(to) = 9. Dan zijn de volgende uitspraken a)-d) equivalent.

a) y(t) is constant.

b) %(to) = 0.

¢) v(zg) = 0.

d) I =R env(t) = xg voor alle t € R.

Het bewijs kan uit Analyse D gecopieerd worden. Een constante oplossing wordt ook wel een
stationaire oplossing genoemd. Een nulpunt van het vectorveld v heet ook wel een rustpunt of
evenwichtspunt van het stelsel Cé—f = v(x).

Stationaire oplossingen zijn de eenvoudigste. Daaropvolgend hebben we de periodieke oplossin-
gen, de oplossingen «y waarvoor y(t1) = 7y(te) voor zeker tq,ty € I, t; < t3. Men kan bewijzen dat
ook in dit geval I = R. Als  niet constant is, dan is neemt de verzameling der to — t1, met t1,to
als boven, zijn minimum aan. Geven we dit minimum aan met w, dan is y(t + w) = 7(t) voor alle
t € R. w heet de periode van de periodieke oplossing ~.

Het kan echter ook gemakkelijk gebeuren dat oplossingen niet periodiek zijn en toch steeds
opnieuw op andere plaatsen terugkeren in een omgeving van een punt in X. De plaatjes in Analyse
D, van een oplossing van de Lorenz-vergelijkingen in R3, illustreren hoe ingewikkeld de baan y(I) C
X van een oplossing 7y eruit kan zien. Hierbij is het essentieel dat + globaal, dat wil zeggen in zijn
maximale definitie-interval I, bekeken wordt.

4.4 Stromingen

Als v : I — X een oplossing is van Ccll—f = v(z) met y(tg) = zo, dan voldoet, voor willekeurige 7 € R,

de functie
dit—yt+71):I—7T—X

aan

0'(t) =7 (t +7) = v(v(t + 7)) = v(8(t)),
5(t0 — T) = ’y(to) = 2.

Anders gezegd, een verschuiving in ¢ voert oplossingen in oplossingen over en we kennen alle oplos-
singen voor het beginwaardeprobleem, voor ieder begintijdstip ¢¢, als we ze kennen voor bijvoor-
beeld tg = 0. Dit resultaat is karakteristiek voor tijdsonafthankelijke vectorvelden v. Als men dit

wil benadrukken, noemt men ‘fl—f = v(z) ook wel een autonoom stelsel.
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In het vervolg nemen we aan dat er een lokale existentie- en eenduidigheidsstelling geldt voor
het beginwaardeprobleem voor ‘fl—f = v(z). Voor iedere oy € X noteren we I(xg) voor het definitie-

interval van de maximale oplossing v met v(0) = x¢. We schrijven

®'(z0) = B(t, o) = ¥(t)
om de afhankelijkheid van x( te benadrukken. Definiérende vergelijkingen:

%—T(t, z0) = v(®(¢, 20)),
(0, zg) = xo.

® is een afbeelding van
D = {(t, .I'Q) eRxX ’ t e I(.’L‘Q)},

het “gemeenschappelijke definitiegebied van alle oplossingen”, naar X.
Verder noteren we, voor iedere ¢t € R, het definitiegebied van ®! met

Xt:={xo € X | (t, z0) € D}

De afbeelding ® heet de stroming met snelheidsveld v over de tijd t. Engels: flow, waarvan ook de
keuze van de letter ® afkomstig is.
De theorie in lokale codrdinaten uit Analyse D geeft:

Lemma 4.4.1 Zij v een CF-vectorveld in X, k > 1. Voor iedere xo € X is er een open interval I
om 0 in R en een open omgeving U van xqy in X, waarvoor I x U C D. Verder is de beperking van
P tot I x U een CF-afbeelding van I x U naar X.

De eerste opmerking van deze paragraaf geeft dat
t— ®Y(D°(x))

en
t — Ptts (m)

allebei oplossingen zijn die voor ¢t = 0 gelijk zijn aan ®°(x). Dit leidt tot de zogenaamde groepsei-
genschap van stromingen:

Stelling 4.4.2 Als x € X?, dan is ®*(x) € X' dan en slechts dan als x € X', Is dit het geval,
dan s
Pl o @5 (z) = 5 ().

Combinatie van Lemma 4.4.1 en Stelling 4.4.2 geeft nu:

Stelling 4.4.3 Zij v een CF-vectorveld in X, k > 1. Dan is het gemeenschappelijke definitiegebied
D wvan alle oplossingen van ‘fl—f = v(z) een open deelverzameling van Rx X en is ® een CF-afbeelding
van D naar X.

Voor iedere t € R is Xt een open deelverzameling van X en is ® een CF-diffeomorfisme van X*
naar X ¢, met inverse gelijk aan ®~t. Alst =0, dan is X! = X en is ®' gelijk aan de identiteit
mn X.

Is X compact, dan is D =R x X en X' = X wvoor alle t € R.
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Bewijs Zij zp € X en zij v : I(xg) — X de oplossing die start in het punt xg. Definieer T" als
de verzameling van alle t € R, waarvoor er een open omgeving A van (¢, o) in R x X is, met de
eigenschap dat A C D en ®|4 € C*(A, X). T is een open deelverzameling van I(x¢) en Lemma
4.4.1 geeft dat 0 € T.

Stel nu dat ¢; € I(zg) in de afsluiting ligt van 7. Lemma 4.4.1, met x(y vervangen door
x1 = 7y(t1), geeft een open interval I om 0 in R en een open omgeving U van z; in X, met de
eigenschap dat U € X7 voor iedere 7 € I en ® € C*(I x U, X).

Omdat t; € T,is er een t € TN(t; —I). De continuiteit van  gebruikend, kunnen we bovendien
arrangeren dat y(t) € U.

Omdat t € T, is er een open omgeving V van zg in X, met de eigenschap dat V c X!
en ® : x — ®(t, 2) is een CF-afbeelding in V. De continuiteit van ®' gebruikend, kunnen we
bovendien arrangeren dat ®'(V) C U.

Alsz eV, 7€, danis ®(x) € U C X7, dus vanwege Stelling 4.4.2 is x € X" en

O(1 +t, x) = ®(7, d'(x)).

Dit als functie van 7 en z lezend en de kettingregel gebruikend, zien we dat ® een CF-afbeelding
isin (I +t) x V. .C D. Omdat t € t; — I impliceert dat I + ¢ een open omgeving is van t1, is de
conclusie dat ¢ € T.

Hiermee hebben we aangetoond dat 1" een niet-lege, open en gesloten delverzameling is van de
samenhangende verzameling I(zg). Dus T' = I(x(), waarmee het eerste gedeelte van de stelling is
bewezen.

Het tweede gedeelte is niet meer dan een opsomming van enkele gevolgen. Omdat x — (¢, x)
een CF-afbeelding van X naar R x X, is het volledige origineel X* van D een open deelverzameling
van X en de samenstelling ® met ® een CF-afbeelding van X? naar X. Het beeld is gelijk aan
Xt en de inverse gelijk aan ® .

De laatste uitspraak volgt uit Gevolg 4.3.4. Immers, als X compact is, dan is I(xg) = R voor
iedere xg € X. Maar dit is equivalent met D = R x X. O

Uit (4.4.1) lezen we nog af dat 0®/0t € C*(D, X), dus als functie van ¢ krijgen we één diffe-
rentieerbaarheidsgraad meer.

Merk op dat X! = X voor alle t € R equivalent is met I(0, z9) = R voor alle g € X. In dit
geval is ¢t — ®! een homomorfisme van de optelgroep van de reéle getallen naar de groep Diff k(X )
van CF-diffeomorfismen van X naar zichzelf. De definiérende vergelijkingen

4ot (z) = v(D(x)), P'(z) =2

leiden tot de suggestieve notatie
P! = ' (4.4.3)

voor de stroming van het vectorveld v na tijd ¢. Het voordeel van de notatie e!? boven ®! is dat

meteen de afhankelijkheid van v erin uitgedrukt is.

Voor lineaire stelsels Cfl—f = Az met constante coéfficiénten in R™ correspondeert dit met de

e-macht van een matrix, gedefinieerd als
o0
tA _ t* Ak
e = Al A",
k=0

Zie Analyse D voor meer details.
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4.5 Derivaties

Zij v € Ty X. Voor iedere reéelwaardige differentieerbare functie f in X, noteren we met
dy,of:=df(z)-veR

de afgeleide van f in het punt z, in de richting van v. Dit lezend als functie van f, krijgen we een
lineaire afbeelding
dy. 2 : C(X) — R.

)

Voor het product geldt de Leibniz-regel

dv,a:(f g) - dv,xf g(w) + f((l?) : dv,xg'

Is v een vectorveld in X, dan definieert
dof:xz—df(z) v(z): X = R

een reéelwaardige functie d,f in X, die de afgeleide van f in de richting van het vectorveld v
genoemd wordt.

Definitie 4.5.1 Een lineaire afbeelding D : C*°(X) — R heet een derivatie in het punt z € X,
als

D(f-g)=Df-g(x) + f(x) - Dg

voor alle f,g € C*(X). Een derivatie in X is een lineaire afbeelding D : C*(X) — C>®(X),
Waarvoor

D(f-g)=Df-g+ f-Dyg

voor alle f, g € C*°(X). Anders gezegd, voor iedere x € X is de afbeelding f +— D f(z) een derivatie
in het punt x. %)

Merk op dat als D en D’ derivaties (in een punt) zijn, dan is ook
D+D':f—Df+D'f
een derivatie (in een punt). Verder, is ¢ € R, dan is ook
cD:f—cDf

een derivatie (in een punt). Hiermee vormen de derivaties (in een punt) een lineaire ruimte.
In het bewijs van de hieronder volgende Stelling 4.5.2 maken we gebruik van het volgende

Lemma 4.5.1 Bij iedere p € X en iedere open omgeving U van p in X is er een compacte deelver-
zameling K van X en een ¢ € C°(X), waarvoor K C U, ¥(x) =0 voor x € X \ K en 1(p) # 0.

Bewijs In Voorbeeld 1.9.1 is een functie x € C*°(R) ten tonele gevoerd, met de eigenschap dat
x(x) >0alsz>0en x(x) =0als z <0.
Als a,b € R, a < b, dan heeft

Pa,b(z) == x(r —a) x(b — )
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de eigenschap dat ¢q, € C°(R) en g p(x) > 0 als a < x < b, terwijl g () = 0 elders.
Als a; < b; voor alle 1 < j < n, dan definieert

0(z) = @a,0(z) = [ | #a,0, ()
j=1

een C*™-functie ¢ in R™ die > 0 is in het Cartesische product B van de open intervallen ]a;, b;[ en
= 0 elders.

7ij nu K een kaart voor X met p € X,. Daarbij kunnen we B als boven vinden, waarvoor
k(p) € Ben B C k(X,NU). Dan K := x~(B) een compacte deelverzameling van X en K C X,,NU.

@ ok is een C*°-functie in X,;, gelijk aan 0 in X, \ K en > 0 in p. Definieer ¢)(x) = p o k(x) als
xe€X,enYP(r)=0alsz e X\ X, Danis ¢(z) =0 voor alle z in de open verzameling X \ K,
dus 1 is daar C*°. Omdat ¥ ook C™ is in X, en X gelijk is aan de vereniging van X \ K en X,
is ¢ € C*°(X). Tenslotte is 1(p) > 0. O

Stelling 4.5.2 Voor iedere x € X is v +— d,, . een bijectieve lineaire afbeelding van T, X naar de
ruimte van derivaties in het punt x. De afbeelding v — d, is een bijectieve lineaire afbeelding van
V>(X) naar de lineaire ruimte van alle derivaties in X .

Bewijs Zij D een derivatie in het punt p € X. De eerste opmerking is, dat D een lokale operator
is, in de zin dat voor iedere omgeving U van p in X de waarde Df alleen athangt van wat f in
U doet. Dat wil zeggen: als f|y = g|u, dan is Df = Dg. De lineariteit van D gebruikend, is dit
equivalent met de uitspraak dat Df = 0 zodra f|y = 0.

Bewijs hiervan: is ¢ als in Lemma 4.5.1, dan zien we dat f|y = 0 impliceert dat

0=D(0)=D(¢- f) =Dy f(p) +¢(p) - Df = ¢(p) - Df,

dus Df = 0.
We mogen daarom in lokale coordinaten werken, waarbij we p = 0 € R™ mogen nemen. We
schrijven nu

1 n
f@) = 10 = [ Gren)de =3 @),
0 =
waarin X
fi(x) = /0 0;f(tx)dt
een (°°-functie van x voorstelt. Daarmee is
fi(0) = 0;f(0) = de;,0f,

als e; de j-de basisvector in R" is.
Voor een constante ¢ geldt dat

¢cDf = D(cf) = Dcf(p)+cDf,
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ofwel Dc f(p) = 0 voor iedere f € C*°(X), dus Dc = 0. Het voorgaande levert nu, gebruikend dat
€Tj = 0 in O:
n n

Df =D(f(0) + > _ D(fj;) = _ f;(0) - Dxj = dyof,

j=1 j=1

n
V= E Dz -e;.
J=1

Terugkerend naar de variéteit, laat dit zien dat iedere derivatie in het punt 0 van de vorm d,_,
is, voor een v € T)p X.

Is v € Tp X, dan geeft d,, ,f = 0 voor alle f dat v = 0, omdat er bij iedere lineaire vorm £ op
Tp X een f € C®(X) is, met df(x) = £. De afbeelding v — d, , is daarmee ook injectief.

Voor een derivatie D : C°(X) — C*°(X) geeft het voorgaande eerst voor iedere open deelver-
zameling U van X dat (Df)|y alleen van f|y afhangt. De berekening in lokale codrdinaten geeft

dat D = d,, waarin nu
n
v = E D.%'j . 6]‘
=1

een C>-vectorveld in X is, omdat Dz; € C*(X). Dit geeft de surjectiviteit van v — d,. De
injectiviteit volgt uit de injectiviteit van v — d,, ,, voor iedere p € X. O

waarin

Opmerking 4.5.1 Lemma 4.5.1 is niet geldig met C* vervangen door C¥. Als we anderzijds
C™ in het bewijs proberen te vervangen door C* met k eindig, dan stuiten we op het probleem dat
de functies f; slechts C*~! zijn. Men kan bewijzen dat iedere derivatie van C**1(X) naar C*(X)
van de vorm d, is voor een eenduidig bepaalde v € V*(X), zie [1, Thm. 4.2.38]. @

Stelling 4.5.2 maakt dat we raakvectoren aan X in het punt p ook kunnen definiéren als deriva-
ties in het punt p. En C*°-vectorvelden in X als derivaties in C*°(X). Dit is helemaal geformuleerd
in termen van de algebraische bewerkingen van optellen en vermenigvuldigen in de ruimte C*°(X).
In de algebraische meetkunde wordt C°°(X) vervangen door de algebra A van veeltermfuncties in
X en worden vectorvelden gezien als derivaties in A.

Zijn (x1,..., x,) lokale codrdinaten, dan is

f=0if =gk,

de partiéle afgeleide naar de j-de variabele, een derivatie, die met 0/0x; aangeduid wordt. Het
corresponderende vectorveld e;, waarvoor

o _
8Tj_d€j’

wordt soms ook met 0/0x; aangeduid. Een willekeurig derivatie D, resp. C°°-vectorveld v, is in
lokale codrdinaten op eenduidige wijze te schrijven als

n
_ .0
D_ZU] 8:Bj’
j=1

n
v = Zvj €5,

j=1
V1= D/ﬁ}j c COO(X)
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Identificeert men derivaties en vectorvelden, dan schrijft men vrolijk D = v, 0/0x; = e;, en daarmee
n
a
V=) v 5. (4.5.1)
j=1

4.6 Transformatie van Vectorvelden

Zijn X en Y variéteiten en is ® een willekeurige C*-afbeelding van X naar Y, dan voert de substi-
tutie van variabelen y = ®(z) de functie g € C¥(Y") over in de functie go® € C*(X). Dit definieert
een lineaire afbeelding

" g god: CF(Y) — CM(X), (4.6.1)

die het terugtrekken van functies door middel van de afbeelding ® genoemd wordt. Behalve dat ®*
een lineaire afbeelding is, hebben we ook nog de rekenregels

(g -h) = @*(g) - 27(h),
(Pod)" =" o U™,
als g,h € CF(Y) en ¥ een CF-afbeelding is van Y naar een derde variéteit Z. Het omkeren van

de volgorde bij samenstellen is karakteristiek voor terugtrekken = substitutie van variabelen. We
onderzoeken nu wat hiervan het natuurlijke analogon is voor vectorvelden.

Lemma 4.6.1 Zij ® een differentieerbare afbeelding van de variéteit X naar de variéteit Y en zij
v, resp. w een vectorveld in X, resp. in Y.

a) Als
Tz ®-v(x) = w(P(x)) voor alle z € X, (4.6.4)
dan is ® oy een oplossing van Ccll—i{ = w(y) woor iedere oplossing vy van ‘fl—f = v(x).
b) Stel dat er een lokale existentiestelling geldt voor het beginwaardeprobleem voor Cé—f =v(z) en
dat ® oy een oplossing is van % = w(y) wvoor iedere oplossing v van ‘fl—? = v(z). Dan geldt

(4.6.4).

¢) Neem aan: (4.6.4), een lokale existentiestelling voor het beginwaardeprobleem voor ‘fl—f = v(z)
en een lokale eenduidigheidsstelling voor het beginwaardeprobleem wvoor % =w(y). Zijd :
I —'Y een oplossing van Ccll—i{ = w(y) en d(tg) = P(zo) voor een ty € I, xy € X. Dan is er
een open interval Iy om tg in I en een oplossing v : Ip — X wvan Cfl—f = v(z), met y(ty) = xo,
waarvoor 6 = ® o~y in Iy. Is de afbeelding & bovendien proper, dan geldt het bovenstaande
met Iy = I. In het bijzonder is dan 6(I) C ®(X).

Bewijs Als (4.6.4) geldt en +y is een oplossing van fl—f = v(x), dan is

(@ 079)(t) = Ty @ 7' (t) = Ty @ - v(7(1)) = w(@(y(1))),

voor alle ¢, dus is ® oy een oplossing van % = w(y).
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Voor b) zetten we de laatste term w(®P o y(t)) vooraan en gebruiken dat we voor iedere x € X
een oplossing v : [ — X van fli—f = v(z) hebben en een t € I, waarvoor 7(t) = x.
Voor c¢), zij 7y een oplossing van Ccll—f = v(x) met y(tg) = xo, waarvan de existentie bij de aannamen

stond. Vanwege a) is ® o« een oplossing van Ccll—i{ = w(y). Omdat

P o (to) = ®(x0) = 6(t0),

is ® oy = ¢ in een omgeving van tg, op grond van de lokale eenduidigheidsstelling.

We nemen aan dat v en § maximale oplossingen zijn. Dan is Iy C I. Stel dat s :=suply € I.
Neem 7 > 0, zédanig dat [s — 7, s] C I. Dan is K := §([s — 7, s]) compact in Y, dus L := &~ 1(K)
is compact in X. Vanwege Stelling 4.3.3 is er een ¢ > 0, die we < 1 kunnen kiezen, waarvoor
v(t) ¢ L, zodra s —e < t < s. Dit is in tegenspraak met ® o y(t) = 6(t) € K. Op dezelfde manier
leidt ¢ := inf Iy € I tot een tegenspraak. De conclusie is daarom dat Ig = I. O

Men zegt dat ® het vectorveld v met het vectorveld w conjugeert, als (4.6.4) geldt. In termen
van de afbeeldingen ®: X - Y, T®: TX - TY,v: X > TXenw:Y — TY, betekent dit dat

TOov=wod.

Voor willekeurige differentieerbare afbeeldingen hoeft het niet zo te zijn dat er bij ieder vec-
torveld v in X precies één vectorveld w in Y is, dat door ® met v wordt geconjugeerd. Immers
buiten ®(X) wordt geen voorwaarde aan w gesteld. Ook moet v aan de voorwaarde voldoen dat
To®-v(a) =T ®-v(b) als P(a) = ®(b) en als  het vectorveld v conjugeert aan een vectorveld w
inY.

Evenmin hoeft er bij ieder vectorveld w in Y precies één vectorveld v in X te zijn, waarvoor v
door ® met w wordt geconjugeerd. Als T, ® niet surjectief is, dan krijgen we problemen met de
existentie en als T, ® niet injectief is, dan krijgen we problemen met de eenduidigheid.

Is echter ® een lokaal C¥*!-diffeomorfisme van X naar Y, dat wil zeggen ® € C**1(X, Y) en
Tz @ is bijectief van Ty, X naar Tg(,) Y voor iedere x € X, dan is (4.6.4) equivalent met

v(z) =T, @ w(®(z)), zeX. (4.6.5)

Voor iedere w € V¥(Y') definieert (4.6.5) dan een C*-vectorveld v in X, dat het door ® teruggetrok-
ken vectorveld genoemd wordt en met v = ®*w wordt aangeduid. ®* : w — v heet de operatie van
terugtrekken (engels: pullback) van vectorvelden door middel van de afbeelding ®. Het volgt direct
uit Lemma 4.6.1 dat
DotV =¢lVod, (4.6.6)
voor zover gedefinieerd.
Terugtrekken door ® definieert een lineaire afbeelding

D% w i O*w: VE(Y) — VE(X).
Is ® een diffeomorfisme, dan is deze afbeelding bijectief met inverse gelijk aan

d, = (0*)" 1 = (&7 1)". (4.6.7)



®, heet de operatie van het vooruitduwen (engels: pushforward) van vectorvelden door middel van
de afbeelding ®. Merk op dat ® het vectorveld v met ®,v conjugeert, men noemt ®, dan ook wel
congugatie door middel van ®. Formule:

(®,0)(y) = To @ -v(z), met z=>0"1(y), yeY. (4.6.8)

In dit geval kan (4.6.6) geschreven worden als
PV =PoelVod L (4.6.9)

In de theorie van transformatiegroepen heet ¥ — ® o Wo ®~! de conjugatic met ®, op deze manier
correspondeert de terminologie voor vectorvelden met die voor afbeeldingen. Merk ook op dat, als
een kaart voor X is en v een vectorveld in X, dan conjugeert  het vectorveld v met z — (x, vi(x)).
Is @ een lokaal CF-diffeomorfisme van X naar Y, dan gelden de volgende rekenregels voor ®*.
Als g € CH(Y), w € VE(Y), dan is
(g -w) =P*(g) - P*(w), (4.6.10)
O*(dyg) = de=wP*g. (4.6.11)
Is ¥ een lokaal C*-diffeomorfisme van Y naar een variéteit Z, dan geldt (4.6.3) ook voor terugtrekken
van vectorvelden. Zijn ® en V¥ diffeomorfismen, dan volgt hieruit dat

(Pod), =V,0d,, (4.6.12)

omdat (Vo @)™l =@~ low !

4.7 Lie-haakjes
Stel u en v zijn CF-vectorvelden in de variéteit X, k > 1. Dan is, lokaal en voor kleine |¢],
v(t) == (e'™)v

een vectorveld in X, dat op differenticerbare manier van t athangt, met v(0) = v. Men noemt het
vectorveld

0] = o (€)oo = lim 3{(e" ") — 0] (471)

in X de Lie-haakjes van u en v.
In lokale coordinaten x hebben we de formule

[, V() = Dug(x) - ve(x) — Dvg(x) - up(x). (4.7.2)

(Zie (4.1.5) voor v, : V,; — R™.) Voor een bewijs merken we op dat de inverse van e'“ gelijk is aan
e~t“. Dit geeft in lokale codrdinaten de formule

(e"")sv(z) = D(e"™)(e™""(2)) - v(e " (2)),

zie (4.6.8). Differentiatie naar de eerste ¢ in ¢t = 0, daarbij voor de tweede en derde ¢ de waarde
t = 0 invullend, geeft D u(x) - v(z). Vullen we t = 0 voor de eerste ¢ in, dan krijgen we v(e™"%(z));
differentiatie hiervan naar ¢ in ¢t = 0 geeft — D v(x) - u(x).
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Uit (4.7.2) lezen we af dat [u, v] € V¥=1(X), als u en v beiden CF-vectorvelden in X zijn. Merk
op dat voor iedere v € V¥ de afbeelding u + [u, v] lineair is van V¥(X) naar V*~1(X). Voor de
berekening hiervan in het punt x is niet alleen de waarde u(z) van u in het punt = nodig, maar ook
de eerste-orde afgeleide. Anders gezegd, u — [u, v] is een eerste-orde lineaire partiéle differentiaal-
operator. Op dezelfde manier is, voor iedere u € V*(X), de afbeelding v + [u, v] een eerste-orde
lineaire partiéle differentiaaloperator van V*(X) naar V¥~1(X).

Uit de formule in lokale coérdinaten zien we dat de Lie-haakjes antisymmetrisch zijn, dat wil

zeggen
[u, v] = —[v, u], u,ve VHX). (4.7.3)

FEen andere manier om dit in te zien gaat als volgt. Uit de groepseigenschap voor stromingen,

Stelling 4.4.2, volgt dat

etV o esV = 8(t—l—s)v — 8(s-i—t)v — 5V g t?

voor alle s, € R, en voorzover de samenstellingen gedefinieerd zijn. Toepassing van Stelling 4.7.1
hieronder geeft dat [v, v] = 0 voor alle v € V!(X). Hierin v vervangend door u + v en de haakjes
bilineair uitwerkend, krijgen we

0=[u+v, u+v]=[u, u]+ [u, v] + [v, u] + [v, v] = [u, v] + [v, u],
en dat is (4.7.3).

Stelling 4.7.1 De volgende witspraken voor u,v € V1(X) zijn equivalent.

[u, v] = 0. (4.7.4)
(e!™),v =wv voor alle t € R. (4.7.5)
' oe’V =e*Yoe!™ voor alle t,s € R. (4.7.6)

Hierbij gelden (4.7.5) en (4.7.6) in die punten van X, waar alle objecten gedefinieerd zijn.

Bewijs We beginnen met het bewijs van (4.7.4) = (4.7.5). Merk op dat

e(t—i—h)u —etUo ehu,

dus vanwege (4.6.12) is
(e(tJrh)u)* _ (etu)* o (ehu)*.

Als nu (4.7.4) geldt, dan is
v = Gl ()0 = G (e )u o (€M) = (e)u([u, 0]) = 0,

voor iedere t € R. Hierbij is gebruikt dat A := ('), een continue lineaire afbeelding is, in de zin
dat in

#[A(h) = A(v(0))] = A5 [v(h) — v(0)])
het rechterlid convergeert voor h — 0 naar A(v’(0)). (De convergentie is bijvoorbeeld puntsgewijze
convergentie van vectorvelden.) Desgewenst kan men deze uitspraken in lokale coérdinaten expliciet
verifieren. De conclusie is dat t — (e!“),v constant is, dus gelijk aan zijn waarde voor t = 0 en die
is gelijk aan v.
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Voor het bewijs van (4.7.5) = (4.7.6) merken we op dat (4.6.9), toegepast met ® = e'“, geeft
dat
tu
ettoestoe Tt = (¢ g e VI(X). (4.7.7)

(4.7.6) = (4.7.4) tenslotte volgt uit
[u, v] = &| _ L] _e'oeoe M, uve VIX). (4.7.8)

Immers, de afgeleide van het linkerlid in (4.7.7) naar s in s = 0 is gelijk aan (e!“),v; de afgeleide
ddarvan naar t in t = 0 is gelijk aan [u, v]. O

Met het oog op (4.7.4) < (4.7.6) zegt men ook wel dat de vectorvelden u en v commuteren, als
[u, v] = 0.

Stelling 4.7.2 Zij ® € C1(X,Y), u,v € VI(X), 4,0 € VI(Y). Als ® het vectorveld u met i
conjugeert en v met v, dan conjugeert ® het vectorveld [u, v] met [a, 7).
In het bijzonder, is ® een lokaal diffeomorfisme, dan is

o*[a, v] = [@*a, PO
voor alle @, 0 € VI(Y). Is ® een diffeomorfisme, dan is
D, [u, v] = [Pyu, D]

voor alle u,v € V1(X).

Bewijs We passen Lemma 4.6.1 toe. Dit geeft

tu tu

Poetoeoe M =M oPoe M oe”

:etuoesvoq)oe—tu:etuoesvoe—tuo(p.

Differentiatie naar s in s = 0 geeft met het oog op (4.7.7), dat ® het vectorveld (e'%),v conjugeert
met (e'*),v. Differentiatie van deze identiteit naar ¢ in ¢t = 0 geeft vervolgens dat ® het vectorveld
[u, v] conjugeert met [u, U]. O

Een gevolg is de zogenaamde Jacobi-identiteit voor vectorvelden:

Gevolg 4.7.3 Als u,v,w € V*(X), dan is

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0.
Bewijs Uit Stelling 4.7.2 volgt
voor alle t. Differentiatie hiervan naar t in t = 0 geeft

[uv [Uv ’UJH = Huv U]v w} + [v7 [uv w]]
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Gebruikmakend van de antisymmetrie (4.7.3) kunnen we dit in de vorm van de Jacobi-identiteit
herschrijven. O

Als A en B lineaire operatoren zijn, dan wordt de commutator [A, B] van A en B gedefinieerd

door
[A, B :==AoB— BoA. (4.7.9)

Stelling 4.7.4 Als u,v € VY(X), dan is
d[u,v} = _[dm dv] : CQ(X) — CO(X) (4710)

In het bijzonder commuteren de vectorvelden u en v, dan en slechts dan als de derivaties d,, en d,
commuteren.

Bewijs Zij f € C?(X). Uit (4.6.11), met ® =¢'%, w =v en g = f, lezen we af dat
(€")"(dof) = dieruyep(€™)"f.

Vanwege (4.6.7) is

dus differentiatie naar t in ¢t = 0 geeft

dydyf = _d[u,v]f +dy du f-

0

Anders gezegd, de commutator van de derivaties naar u en naar v is blijkbaar weer een derivatie,
en wel naar het vectorveld —[u, v]. In het algemeen kan men bewijzen dat als A en B derivaties
zijn in een algebra A, dan is de commutator weer een derivatie in A.

Ook geldt de Jacobi-identeit voor commutatoren van willekeurige lineaire operatoren A, B, C':
de som van

[A, [B, C]| = ABC — ACB — BCA+ CBA
(B, [C, A]] = BCA— BAC — CAB + ACB
(C, [A, B]] = CAB — CBA — ABC + BAC

geeft 0. Met het oog op Stelling 4.5.2 geeft dit een ander bewijs van de Jacobi-identiteit voor
vectorvelden.

Stelling 4.7.5 Veronderstel dat u,v € VY(X), f,g € C1(X). Dan geldt

f-u g-v]=g-df - u—f-dyg-v+f-g-[u, . (4.7.11)
Bewijs Voor h € C*(X) krijgen we

dy o dsuh = do(f - dyh) = dof - dyh+ f - dy 0 dyh.
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Hiervan dg, o dyh = f - dy o dyh aftrekkend, krijgen we met het oog op (4.7.10) dat

d[f“vv]h = ddvf-u—i—f[u,v]h'
Omdat dit geldt voor alle h € C*(X), geeft de injectiviteit van w — d,, , uit Stelling 4.5.2 nu dat

[f%”]:dvf'u—i-f-[u, v].

Hierin v door gv vervangend en
[u, gv] = —[gv, u] = —dug-v—g- [v, 4]

gebruikend, krijgen we tenslotte (4.7.11). O

Opmerking 4.7.1 FEen Lie-groep is een groep G, die tegelijkertijd een n-dimensionale variéteit
is, met de eigenschap dat de groepsvermenigvuldiging (z, y) +— z -y een C?-afbeelding is van G x G
naar G en de inversie z +— ! een (?-afbeelding is van G naar G.

Een belangrijk voorbeeld is de groep GL(V') van inverteerbare lineaire transformaties in een m-
dimensionale lineaire ruimte V. Als open deelverzameling van 1,(V, V) is dit een m?2-dimensionale
variéteit en het is niet moeilijk om na te gaan dat de groepsbewerkingen reéel-analytisch zijn, de
vermenigvuldiging is zelfs een veelterm-afbeelding en de inversie is rationaal. De ondergroep van
de orthogonale transformaties is ook een Lie-groep, met Lie-algebra gelijk aan de verzameling der
antisymmetrische matrices, zie Opgave 3.7.5.

In een groep G speelt het eenheidselement 1 een bijzondere rol, vandaar dat men speciale
aandacht heeft voor g := T1 G, de raakruimte aan G in het eenheidselement.

Voor iedere = € G is

04x3y'—>37'y'93_1a

de conjugatie met x, een C*-afbeelding van G naar G. Omdat (1) = 1, is de raakafbeelding
Adz :=Ti(oz) :g— 9
een lineaire afbeelding van g naar zichzelf, deze heet de geadjungeerde transformatie van x. Omdat
Qgp = Qgoqp, a,beq,
geeft een toepassing van de kettingregel voor de raakafbeelding in het eenheidselement dat
Ad(a-b) = (Ada)o (AdD), a,beqG.

Anders gezegd, de afbeelding
Ad : x+— Adz: G — GL(g)

is een groepshomomorfisme; dit heet de geadjungeerde representatie van G in g.
De afbeelding Ad van G naar L(g, g) is differentieerbaar, de totale afgeleide

ad :=DAd;: g— L(g, 9)

hiervan in het eenheidselement definieert een lineaire afbeelding van g naar L(g, g). Voor iedere
u, v € g heet nu
[u, v] := (adu)(v) € g
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de Lie-haakjes van u en v.

Dit is het patroon dat we gevolgd hebben bij de definitie van de Lie-haakjes van vectorvelden.
Daarbij werd in plaats van G de groep van diffeomorfismen in X genomen en in plaats van g de
ruimte van vectorvelden in X. Met deze identificaties werd ®, = Ad ®. Het bewijs voor vectorvel-
den copiérend, ziet men dat ook de Lie-haakjes in g een antisymmetrische bilineaire afbeelding van
g X g naar g definieert, die bovendien voldoet aan de Jacobi-identiteit.

In het algemeen wordt een Lie-algebra gedefinieerd als een lineaire ruimte g, voorzien van een
antisymmetrische bilineaire afbeelding

(u, v) = [u, v]: g xg— g,

die voldoet aan de Jacobi-identiteit. Is G een Lie-groep, dan heet g = Ty G, voorzien van de
bovenstaande Lie-haakjes, de Lie-algebra van G. Het is één van de verrassingen van de theorie
van Lie-groepen, dat iedere eindig-dimensionale Lie-algebra gelijk is aan de Lie-algebra van een
Lie-groep. Voor meer over Lie-groepen verwijzen we naar het college Lie-groepen, of bijvoorbeeld
[9, Ch. 2].

De filosofie om de diffeomorfismengroep van een variéteit X als een Lie-groep te zien met de
ruimte van vectorvelden in X als Lie-algebra is nuttig, maar moet met de nodige voorzichtigheid
gehanteerd worden. Zo is Diff*°(X) géén eindig-dimensionale variéteit en is V°(X) géén eindig-
dimensionale lineaire ruimte. %)

4.8 De Stelling van Frobenius

Als toepassing van de voorgaande theorie van Lie-haakjes geven we de lokale oplossing van een
klassiek probleem uit de differentiaalmeetkunde. Zij X een n-dimensionale variéteit en 0 < d < n.
Veronderstel dat voor iedere x € X een d-dimensionale lineaire deelruimte H, van de raakruimte
T, X aan X in het punt x gegeven is.
Als
H = U H, C TX,
rzeX

dan is H, = H N'T, X, voor iedere x € X. Het gegeven kan dus alternatief beschreven worden
als een deelverzameling H van de raakbundel T X, met de eigenschap dat, voor iedere x € X,
H, .= HNT;X een d-dimensionale lineaire deelruimte is van T, X. Zo een H heet een d-
dimensionale deelvectorbundel van de raakbundel.

Een d-dimensionale differentieerbare deelvariéteit S van X heet een integraalvariéteit van H,
als voor iedere s € S geldt dat Ts; S = Hs. Anders gezegd, als TS C H, waarbij de raakbundel van
S op de gebruikelijke manier als deelverzameling van T X is opgevat. De deelvectorbundel H heet
integreerbaar, als er bij iedere x € X een integraalvariéteit S van H is die door het punt = gaat,
dat wil zeggen waarvoor = € S.

Bij het onderzoek naar de integreerbaarheid van H zullen we de aanname maken dat = — H,
een CF-functie van x € X is, met k > 1. Een manier om dat uit te drukken is, dat we zullen eisen
dat H een C*-deelvariéteit van T X is. De hieronder volgende lokale beschrijving zal laten zien dat
dan de dimensie van H gelijk moet zijn aan n + d.
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Lokale coordinaten om een punt p in X gebruikend, mogen we aannemen dat X een open
deelverzameling is van R™. De n-dimensionale variéteit

Xx{0}cXxR"=TX

is bevat in H, dus dim H > n. Zij ¢ de codimensie van H in T X. In het vervolg noteren we de
oorsprong in R™ met 0,,. De lokale standaardvorm voor deelvariéteiten uit Stelling 2.6.1 laat zien
dat, na eventueel omnummeren van de codérdinaten, er een open omgeving U van (p, 0,) in T X is,
een open omgeving V van (p, 0,,_.) in X x R"~¢ en een C*-afbeelding g van V naar R¢, met de
eigenschap dat

HAU = {(@, n, gx, m) € R™ | (, 1) € V}.

Merk op dat als (z, 0,) € U, dan is (z, 0,) € H, dus g(z, 0,—.) = 0.. Door inperking van V,
respectievelijk X, mogen we aannemen dat V = X X Y, met Y een open deelverzameling van
R" .

De doorsnede H, NU van H NU met T, X = {z} x R" ~ R" is gelijk aan

{1, g(z,m) eR" | neYH

Nu is H, een d-dimensionale lineaire deelruimte van R"; we zien daarom dat n — ¢ = dimY = d
en dat

G(z):n gz, n)
een lineaire afbeelding is van R? naar R°. Omdat g € CF, zijn de matrixcoéfficiénten Gij(x)
CF-functies van .

De conclusie is dat de aanname, dat H een CF-deelvariéteit is van T X, equivalent is met de
aanname dat in geschikte lokale coordinaten de H, bestaan uit de (1, ) € R® = R?x R¢, waarvoor

d
G = ZGz‘j(w) nj, 1<i<eg, (4.8.1)

J=1

waarin de Gjj(z), voor 1 <i<e¢, 1 <5 <d, CF-functies van z zijn.

In het bovenstaande hebben we Griekse letters gebruikt voor de coérdinaten van de raakvectoren
¢ = (n, ¢) € R™. Met de corresponderende splitsing = = (y, z) € R? x R®, zien we dat lokaal een
integraalvariéteit S van de vorm

S={y, fly)) |y e W}

is, voor een differentieerbare afbeelding f, van een open deelverzameling W van R? naar R°. De
raakruimte aan S in het punt s = (y, f(y)) is gelijk aan

Ts S={(n, ) e R" [ (=D f(y) n},

dus de voorwaarde dat T, .S = H, betekent dat

G(y) = Giyly, f(y), 1<i<e 1<j<d (4.8.2)

Het differentiaalmeetkundige probleem is daarmee equivalent met een stelsel partiéle differenti-
aalvergelijkingen in R? van de vorm (4.8.2). Zo'n stelsel heet een totaal stelsel van partiéle differen-
tiaalvergelijkingen, omdat de totale afgeleidenmatrix D f(y) van f in ieder punt y voorgeschreven
wordt als functie van f(y).
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Toepassing: met inductie naar | zien we dat D f € C! voor alle 0 < | < k. Een differenti-
eerbare oplossing f van (4.8.2) is dus automatisch van de klasse C**!. Dit betekent dat iedere
integraalvariéteit S van H automatisch een Ck+1_deelvariéteit van X is.

Voor d = 1 is (4.8.2) een stelsel van gewone differentiaalvergelijkingen, waarvoor een lokale
existentiestelling beschikbaar is. Voor d > 1 is dit echter een nieuw probleem, dat we hieronder
met differentiaalmeetkundige middelen zullen gaan oplossen.

We zeggen dat een vectorveld v, gedefinieerd in een open deelverzameling U van X, in H ligt,
als v(xz) € H, voor iedere x € U. In formule: als v(U) C H. We zijn nu klaar voor de formulering
van de volgende stelling van Frobenius.

Stelling 4.8.1 Zij H een d-dimensionale CF-deelvectorbundel van T X. Dan zijn de volgende
uitspraken a)-c) equivalent.

a) H is integreerbaar.
b) Liggen de C'-vectorvelden u en v in H, dan ligt [u, v] in H.

¢) Bij iedere a € X is er een lokale CF-codrdinatisering r in een open omgeving U van a in X,
waarvoor

D k(z)(H,) = R% x {0,_4} voor iedere z € U.

Bewijs a) = b). Stel dat H integreerbaar is en dat u,v € V1(U) in H liggen. Voor iedere z € U
is er een integraalvariéteit S van H met x € S. We hebben al eerder in deze paragraaf opgemerkt
dat S een CF*+l-deelvariéteit van X is. Voor iedere s € UN S is u(s) € Hy = T, S, dus

U= ulyns € VI(UOS).

Hierin is U N S opgevat als open deelverzameling van de d-dimensionale variéteit S. Op dezelfde
manier is de beperking ¥ van v tot U N S een C'-vectorveld in U N S.

De identiteit id, beschouwd als afbeelding van U N S naar U, conjugeert & met w en ¥ met v.
Vanwege Stelling 4.7.2 conjugeert id dan ook [&, 0] met [u, v], hetgeen impliceert dat [u, v](x) €
Tz S = H,.

b) = c). Stel dat b) geldt. We bewijzen eerst dat er bij iedere a € X een open omgeving U van

a in X is en daarin CF-vectorvelden v;, 1 < i < d, met de volgende eigenschappen.

v;(U) C H voor iedere 1 <17 <d.
Voor iedere = € Uis vi(z),..., vi(z) een basis van H,.

[vi, v;] =0 voor alle 1 <4,j <d.

Uit de lokale beschrijving (4.8.1) van H zien we, dat er bij iedere a € X een open omgeving U
van a in X is en een C“-afbeelding 7 van U naar R?, met de eigenschap dat, voor iedere z € U,
de beperking (3, van T, 7 tot H, een bijectieve lineaire afbeelding is van H, naar Ty () R? ~ R
Verder definieert, voor ieder C*-vectorveld w in RY,

(wg)(z) = ﬁx_lw(w(m)), reU,
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een CF-vectorveld v = wy in U. Er geldt dat v in H ligt en dat 7 het vectorveld v met w conjugeert;
deze eigenschappen leggen v eenduidig vast.

Zij nu, voor 1 < i < d, e; het vectorveld in R? dat constant gelijk is aan de i-de standaardbasis
vector in R? en zij v; := ¢; . Dan is v; € V¥(U) en v; ligt in H.

Verder, als er een lineaire afhankelijkheidsrelatie

d
Z civi(x) =0
i=1

geldt, dan levert toepassing van T, 7 dat >, ¢;e; = 0, dus ¢; = 0 voor alle 4, dit bewijst dat de
v;(x) lineair onafhankelijk zijn. Omdat dim H, = d, vormen de v;(z) een basis van H,.

Tenslotte, 7 conjugeert v; met e;, dus vanwege Stelling 4.7.2 ook [v;, v;] met [e;, e;] = 0. Als
b) geldt dan ligt [v;, v;] in H, de conclusie is dat [v;, vj] = [e;, e;]g = 0.

We bewijzen nu c). Zij ¢ = n — d en C een c-dimensionale lineaire deelruimte van T, X, die
complementair is aan H,. Zij C een c-dimensionale C*¥-deelvariéteit van X met a € C en T,C = C,

de existentie hiervan is geen probleem. Er is een open omgeving T' van 04 in R? en een open
omgeving A van a in C, waarvoor

©:((ty,..., tg), m) = eld¥ o . eV (x) (4.8.3)

een CF-afbeelding definieert van T x A naar X.
Merk op dat ¢(04, a) = a. Verder is

22(04, @) = vi(a), 1<i<d,

terwijl de overige partiéle afgeleiden in het punt (04, a) de identiteit van T,C = C naar T, X
opleveren. Dit laat zien dat T (g, q) ¢ surjectief is van de d + ¢ = n-dimensionale lineaire ruimte
R? x C naar de n-dimensionale lineaire ruimte T, X. Daarmee is T(04,a) ¢ bijectief; vanwege de
inverse-afbeelding-stelling is ¢ een C*-diffeomorfisme naar een open deelverzameling Uy van a in
X, als we de omgevingen T en A voldoende klein nemen.

Omdat [v, vj] = 0 commuteren alle stromingen e’ Vi, zie Stelling 4.7.1. Dit betekent dat we in
(4.8.3) de i-de stroming et Vi voorop kunnen zetten, dat wil zeggen als laatste uitvoeren. Het volgt
dan uit de definitie van e?¥, dat

e (t, ) = vip(t, @)

voor ledere 1 < ¢ < n. Maar dit betekent dat T ,) ¢ de horizontale ruimte R? x {0} afbeeldt op
Ht,z)- Nemen we voor k de inverse van ¢ en identificeren we A met een open deelverzameling
van R¢ met behulp van een lokale kaart, dan heeft x de in ¢) genoemde eigenschappen.

c) = a) is evident. O

Zij H integreerbaar. Dan hebben we lokale codrdinaten als in ¢), waarbij mogen nemen V,; = Y x
Z met Y, resp. Z een samenhangende open deelverzameling van R%, resp. R¢. De samenhangende
integraalvariéteiten zijn dan de verzamelingen van de vorm

Y x{z} ={(y, 2) e R xR |y € Y},

één voor iedere z € Z.
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Dit is de lokale structuur. In de globale theorie definieert men een blad als een maximale
samenhangende integraalvariéteit van H. De punten p en ¢ in X liggen in hetzelfde blad, dan en
slechts dan als er een differentieerbare kromme « in X is, met y(a) = p, v(b) = ¢ en

v'(t) € Hyw

voor alle t € [a, b]. Voor het bewijs hiervan gebruikt men de lokale standaardvorm c) voor de
integreerbare bundel H.

De opdeling van X in bladen heet de bladering met raakbundel H. Net als bij oplossingen
van gewone differentiaalvergelijkingen kunnen bladen op ingewikkelde wijze oneindig vaak bij een
gegeven punt terugkomen, we gaan hier niet verder op in.

Opmerking 4.8.1 Voor v € T, X is de uitspraak v € H, equivalent met de uitspraak dat het
element v + H, gelijk is aan het nul-element in de lineaire ruimte T, X/H,. De obstructie tegen
integreerbaarheid van H is daarmee het eventueel ongelijk aan nul zijn van

[u, v)(2) + Hy € To X/H,

voor differentieerbare vectorvelden u en v die in H liggen. De opmerking is nu dat, hoewel [u, v](x)
in het algemeen niet alleen afhangt van u(z) en v(z), maar ook van de eerste orde afgeleiden van
u en v in het punt x, er een ééduidig bepaalde afbeelding

Sy Hy x H — T, X/H,
is, met de eigenschap dat
[u, v](x) + Hy = Se(u(x), v()),

voor ieder paar van C'-vectorvelden u en v dat in H ligt.

Dit kan bijvoorbeeld als volgt ingezien worden. Kies lokaal C*-vectorvelden e; die in ieder punt
x een basis van H, vormen. Als de C!-vectorvelden i, resp. ¥ in H liggen en in het punt = gelijk
zijn aan u(x), resp. v(z), dan kunnen we schrijven

d d
ﬂ:u+2fi-ei, ; 17:v—|—Zgj-ej.
i—1 j=1

Hierin zijn f; en g; C!-functies, fi(xz) = 0, g;(x) = 0. Dit substuerend in [&, ¥](z) en uitwerkend
met behulp van (4.7.11), krijgen we dat

[, 0](x) — [u, v](z) € Hy.

De afbeelding S, is bilineair en antisymmetrisch, dit volgt uit de corresponderende eigenschap-
pen van het Lie-haakje. H is integreerbaar, dan en slechts dan als S, = 0 voor alle z € X.

Tenslotte, H is integreerbaar, dan en slechts dan als er bij iedere a € X een d-tal C'-vectorvelden
e; in een open omgeving U te vinden zijn, met de volgende eigenschappen.

e;(U) C H voor iedere 1 <17 <d.
ei(a),..., eq(a) is een basis van H,.
lei, €;](U) C H voor alle 1 <1i,j <d.
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Immers, is dit het geval, dan volgt uit de continuiteit van de vectorvelden al dat voor alle z in een
open omgeving van a de vectoren v;(x) lineair onafhankelijk zijn, dus een basis van H, vormen.
Verder geeft de laatste eigenschap dat

Sz(ei(x), ej(x)) = 0.

Als nu u,v € T, X, dan is
d d
u:Zui-ei, U:Z’Uj-ej,
i=1 j=1

voor eenduidig bepaalde u;,v; € R. De bilineariteit van S, gebruikend, krijgen we

d
Sz (u, v) = Z wi - v; - Sz(ei(x), ej(x)) = 0.

i,j=1

4.9 Opgaven

4.9.1 Bewijs dat de cirkel een triviale raakbundel heeft. Bewijs dat het Cartesische product
van twee paralleliseerbare variéteiten paralleliseerbaar is. Bewijs dat de n-dimensionale torus een
triviale raakbundel heeft.

4.9.2 Bewijs dat er een analytisch vectorveld v in de twee-dimensionale sfeer is, zodanig dat het
vectorveld v_(y) in R?, verkregen door stereografische projectie vanuit —es, constant gelijk is aan
eo. Bereken vy (x) en de index hiervan over een cirkel om de oorsprong. Bereken de stroming van
vy en maak een schets van de banen.

4.9.3 a)Zij A€ L(R", R"), een n X n-matrix. Bewijs dat
L(t) = et(L) € Pr_1(R) als L € P, 1(R"),

dat ¢t — L(t) een differentieerbare kromme is in P,,—1(R) en bereken de afgeleide hiervan in ¢ = 0
in projectieve codrdinaten, als in Voorbeeld 2.4.2. (Bijvoorbeeld, in de coérdinaten x; = y;/yp,
1 <i<n-—1,als y; de codrdinaten van R" voorstellen.) Bewijs dat de actie van et4 op Pn_1(R)
gelijk is aan de stroming van een reéel-analytisch vectorveld v in P,_1(R). Bewijs dat L een
rustpunt is van de stroming in P,,—1(R), dan en slechts dan als iedere e € L, e # 0, een eigenvector
is voor A, behorend bij een reéle eigenwaarde.

b) Zij nu gegeven de coéfficiénten p;, g;; en 74, voor 1 <4, j < n — 1. Bewijs dat het vectorveld
f:R"! - R" ! gegeven door

n—1 n—1
fil@) =2y pizi+ Y qjzit+r, 1<i<n-—1,
=1 i=1
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gelijk is aan vy, als boven, voor een geschikte keuze van de matrix A. Bereken de stroming van

d. _ . tA . . . -1 d. _ . . .
S = [(z), in termen van e'“. Bewijs dat geen oplossingen in R"™ van % = f(z) in een eindige

tijd onbegrensd worden, dan en slechts dan als p; = 0 voor alle 1 < j <n — 1.
c) Bespreek de Riccati-vergelijking

‘fl—f =pritqz+r
als differentiaalvergelijking in de projectieve lijn, afkomstig van een lineair stelsel in het vlak. Voor
welke p, g, correspondeert dit met de draaiingen in het vlak?

4.9.4 Bespreek de generalisatie van Opgave 4.9.3 naar G, -

4.9.5 Zij H een C*-deelvariéteit van X van codimensie 1 en zij v een CF-vectorveld in X, met de
eigenschap dat v(x) ¢ T, H voor iedere x € H. Verder is k > 1. Bewijs:

De verzameling A der (¢, ) € R x H, waarvoor x in het definitiegebied ligt van de stroming
e’ mna tijd t, is een open deelverzameling van R x H. De afbeelding ¢ : (t, x) — e!’(z) is een
Ck-afbeelding van A naar X. Er is een open deelverzameling B van A is, waarvoor {0} x H C B
en waarvoor ¢ een lokaal CF-diffeomorfisme is van B naar een open deelverzameling U van X.

4.9.6  Zij v een CF-vectorveld in X is, p € X, v(p) # 0. Bewijs dat er een CF-kaart s in een
open omgeving X, van p in X is, met de eigenschap dat v, in Vi constant gelijk is aan de eerste
basisvector in R

4.9.7 7ij X een gesloten C!-deelvariéteit van Y en zij w een C'-vectorveld in Y, met de eigenschap
dat w(z) € Ty X voor iedere € X. Bewijs dat de w-stroming de variéteit X invariant laat, in
volgende zin. Als v : I — Y een oplossing is van le_t = w(y) en y(tp) € X voor een ty € I, dan is
v(t) € X voor alle t € I.

4.9.8 7Zij X een n-dimensionale reéel-analytische variéteit. Zij f een propere CF-afbeelding van
X naar R. Zij tenslotte v € V¥(X), k > 1, en neem aan dat d, f = 1. Bewijs:
a) Voor iedere ¢ € I is de verzameling
X(0) = {z e X | f(z) = ¢}
een n — 1-dimensionale, compacte CF-deelvariéteit van X.

b) Voor iedere t € R is het definitiegebied van de stroming e'? van v over tijd ¢ gelijk aan de
gehele variéteit X.

c) Als ¢,t € R, dan definieert e!? een CF-diffeomorfisme van X (c) naar X (c +t).

d) De afbeelding
d:(t, x)—eV(z)

definieert een C*-diffeomorfisme van R x X (0) naar X. Hiervoor is ®*f gelijk aan de functie
w1 : (¢, x) — t. ®*(v) is het vectorveld ej, dat in ieder punt (¢, z) € R x X (0) gelijk is aan
(1, 0) € R x T, X(0).
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4.9.9 7Zij u,v C2-vectorvelden in een open omgeving van z in R”. Bewijs dat

li L
t, 5)13%0,0) isle

fuoesVoe toe Y (z) — x| = [u, v](x).

Deze uitspraak is sterker dan de formule voor de limiet voor ¢ — 0 van de limiet voor s — 0
van de uitdrukking achter het limietteken. Hint voor het bewijs: begin met aan te tonen dat de
uitdrukking tussen vierkante haken een C2-functie is van (¢, s) € R2.

4.9.10 Ziju € VI(X), a € X, u(a) = 0. Bewijs dat er een eenduidig bepaalde lineaire afbeelding
A van T, X naar zichzelf is, met de eigenschap dat

T, et =€t : T, X — Ty X
voor alle t € R. (Merk op dat e!“(a) = a.) Bewijs ook dat in dit geval

[u, v](a) = A(v(a))

voor ieder Cl-vectorveld v in X. Laat zien dat in lokale coordinaten A = D u(a).

4.9.11  Stel A en B zijn lineaire afbeeldingen van R"™ naar R". Duiden we het vectorveld
x — (x, A(z)) in R™ provisorisch aan met v4, bewijs dan dat

[va, vB] = V4, B]-

In het vervolg identificeren we men v4 met A. Bereken ook de Lie-haakjes van A € L(R", R")
met een willekeurig constant vectorveld ¢ in R™. En van twee constante vectorvelden. Onderzoek
de stroming van het vectorveld A + ¢ na tijd ¢t. Schrijf dit als samenstelling van een lineaire
transformatie en een translatie, in ieder van de twee volgordes.

4.9.12 Zij v; een bewegend raamwerk in X. Bewijs dat [v;, v;] = 0 voor alle 7, j, dan en slechts
dan als v; lokaal gelijk is aan het bewegend raamwerk van de trivialisering 7, voor een lokale
coordinatisering k.

4.9.13 Beschouw een deelvectorbundel H in R™ van de vorm (4.8.1). We noteren z = (y, z), met
y € R, 2z € R°. Bewijs dat H integreerbaar is, dan en slechts dan als

C C
8G¢j aGij _ 8Gik 8Gik .
Oy +Z 0z G, = 9y; +Z 0z Guy
=1 =1

voorallel1 <i<cenl<jk<d.

4.9.14 Beschouw in R3 de twee-dimensionale deelvectorbundel H gegeven door
§3 = —w261 + 11 &2

Is H integreerbaar?
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7ij ™ de projectie op de eerste twee variabelen. Bereken het vectorveld wpg bij het vectorveld

w(zy, Te) = (—x2, x1) en bereken de oplossingen van fli—f = wy(x). Wat is de limiet van de banen

van oplossingen waarvoor (z1, x2) # (0, 0), (z1, z2) — (0, 0)? Beargumenteer dat er geen twee-
dimensionale differentieerbare variéteit door de oorsprong is die invariant is onder de w g-stroming.

4.9.15 Lagrange introduceerde zijn methode van variatie van constanten in de volgende algemene
vorm. Zij v een vectorveld in de variéteit X en veronderstel dat (¢, y) — ®.(y) een differentieerbare
afbeelding is van een open deelverzameling U van R x Y naar X, met de eigenschap dat:

(i) voor iedere y is z(t) = ®4(y) een oplossing van % = v(z) en

(ii) voor iedere t is y — P4(y) een diffeomorfisme van een open deelverzameling van de variéteit

Y.

Lagrange dacht bij y aan de “vrije constanten” waar de algemene oplossing van ‘fl—zf = v(z) nog van

afhangt. Hij merkt ook op dat een speciaal geval optreedt als we de oplossingen parametriseren

met de beginwaarden. Dat wil zeggen, als we nemen ®; = e'?.

7ij nu w een tweede vectorveld in X. Ga na dat bij de substitutie
z(t) = u(y(t))
de functie z(t) oplossing is van het “gestoorde stelsel”
& =v(x) +w(),

dan en slechts dan als y(t) oplossing is van het tijdsafhankelijke stelsel

d -
o =w(t, ),

w(t, y) = ((Pr) w)(y).

Een geval van kleine storingen treedt op als we w(z) op de volgende manier van een kleine
parameter ¢ laten afhangen:

w(z) = w(z, €) = eW(z) + O(?), € — 0.
Alle functies worden continu differentieerbaar verondersteld. Toon aan dat, in lokale cotrdinaten,
t ~
) =9(0) +2 [ (s, y(0))ds +O(2)
0

uniform voor ¢ op een begrensd interval. Ook deze toepassing, de zogenaamde middelingsmethode
uit de storingsrekening, is van Lagrange afkomstig.
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Hoofdstuk 5

Differentiaalvormen

We behandelen nu de elegante theorie van differentiaalvormen, die omstreeks 1900 door Elie Cartan
werd ontwikkeld, zie [4]. Dit is een uitbreiding van de klassieke theorie van differentiaalvormen van
de graad 1, waarmee we ter inleiding beginnen.

5.1 De Vergelijking df =g

Bij (3.2.5) is al opgemerkt, dat als f een differentieerbare functie in de n-dimensionale variéteit X
is, dan is, voor iedere z € X, df(x) een lineaire vorm in T, X, ook wel een coraakvector genoemd.
Anders gezegd, df(x) € (Ty X)*, de duale ruimte van de raakruimte T, X, ofwel de coraakruimte
aan X in het punt x.

De disjuncte vereniging

T X :={(z,€) |z € X, £ (T X)*}

van de (T, X)* heet de coraakbundel van X. De afbeelding 7 : T* X — X, die aan (z, ) € T* X
het basispunt x toevoegt, heet de projectie naar de basis, de vezel m=1({x}) is gelijk aan (T, X)*.
Is k een kaart voor X dan is

F (@,€) o (6(2), €0 D)) : 7L (Xe) = Ve x R
een kaart voor T* X, de geinduceerde kaart voor T* X genaamd. Merk op dat samenstelling van
Dr(z)"t € LR, T, X)

met £ € L(Tz X, R) een lineaire vorm in R"™ oplevert, die we op de gebruikelijke manier met een
element van R" identificeren.

De geinduceerde kaarten vormen een atlas voor T* X, waarmee T* X een 2n-dimensionale C*~1-
variéteit wordt als X een n-dimensionale C*-variéteit is. Als we aannemen dat X reéel-analytisch
is, zoals we mogen doen zonder de algemeenheid te schaden, zie Opmerking 2.4.1, dan is ook T* X
een reéel-analytische variéteit.

Een differentiaalvorm (van de graad 1) in X is nu een afbeelding g, die aan iedere x € X
een lineaire vorm g(z) in Ty X toevoegt. Men interpreteert voor iedere v € T, X het reéle getal
g(x)-v = g(x)(v) als de “toename van de grootheid g bij de infinitesimale verplaatsing v vanuit het
punt z”. In formule: g is een afbeelding van X naar T* X, waarvoor 7o g = id, de identiteit in X.
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Nu we T* X van een variéteitsstructuur hebben voorzien, kunnen we g een Ck_differentiaalvorm
noemen als ¢ € C¥(X, T* X). Equivalent kan men g beschouwen als een reéelwaardige functie
in T X, waarvan de beperking tot ieder vezel T, X een lineaire vorm is; er geldt dat g een C*-
differentiaalvorm is, dan en slechts dan als g € C*(T X).

Voor een kaart k is

1

Rogok :x— (x, gs(z))

voor een afbeelding g, : V. — R™; deze is voor iedere s van de klasse C*, dan en slechts dan als
g € CF. Als X een andere kaart is en ¢ = Aok ~! is de bijbehorende lokale cosrdinatentransformatie,
dan is

ga(k(z)) = gu(z) - Dp(x) .

In de terminologie van (3.2.8): differentiaalvormen transformeren covariant. Naar analogie met vec-
torvelden zou men een differentiaalvorm een covectorveld kunnen noemen, maar deze terminologie
is niet gebruikelijk.

De opmerking waar we mee startten was, dat voor iedere differentieerbare functie f in X de
afbeelding 2 +— df(z) een differentiaalvorm is in X, deze is van de klasse C*, als f € C**1(X). We
onderzoeken nu de vraag voor welke differentiaalvormen ¢ in X er een differentieerbare functie f
in X is, waarvoor df = g. Voordat we in Stelling 5.1.2 een lokale analyse hiervan geven, voeren we
eerst nog wat nuttige notaties in, vergezeld van enige voor de hand liggende opmerkingen.

Voor het lokale probleem mogen we aannemen dat X een open deelverzameling is van R™. In
dat geval noteert men de functie

(1, xn)—z;: X = R

ook met z;, zodat de differentiaalvorm dx; constant gelijk is aan de i-de standaardbasisvector
e; in R™. Dit maakt dat we een willekeurige differentiaalvorm ¢ : X — R™ in X, met de
coordinaatfuncties g; : X — R, kunnen schrijven als

g(x) = gi(x)dzy + ... + gn(z) dz)y. (5.1.1)

Deze klassieke notatie dient om aan te geven dat g : X — R"™ nu als differentiaalvorm wordt opgevat
en bijvoorbeeld niet als vectorveld. (In dat geval zou men g = Y g; 9/0x; hebben geschreven, zie
(4.5.1).) Met deze notatie is
n
0
df(z) = 2 4z, (5.1.2)

i=1

De vergelijking df = g betekent dat

een totaal stelsel partiéle differentiaalvergelijkingen voor de reéelwaardige functie f, met een rechter-
lid dat niet ook nog van f(z) athangt. Uit (5.1.3) lezen we meteen af, dat als f een differentieerbare
oplossing is van df = g en g € CF, dan is f € CFFL.

Is ® een differentieerbare afbeelding van de variéteit X naar de variéteit Y, dan definieert men
voor iedere differentiaalvorm h in Y de differentiaalvorm ®*h in X door

(®*h)(x) :== h(®(x)) 0o T, @, =€ X. (5.1.4)
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Men noemt ®*h de door ® teruggetrokken differentiaalvorm in X.
Als men een differentiaalvorm ziet als een reéelwaardige functie in de raakbundel, die lineair is
in iedere vezel, dan kunnen we ook schrijven

®*h=hoT® = (TP)"h,

dus eigenlijk zou men ®*h de door T ® teruggetrokken differentiaalvorm moeten noemen. Het is
duidelijk dat ®*h € Ckals he ¢F en ® e CFHL,
Is W een differentieerbare afbeelding van Y naar een variéteit Z, dan geeft de kettingregel in de
vorm (4.1.2) dat
(Pod)'w=woT(Po®)=woTVoT®=>"(Vw)

dat
(To®)'w=2"oV¥'w, (5.1.5)

ofwel de compositieregel (4.6.3) geldt ook voor het terugtrekken van differentiaalvormen. Ook geeft
de kettingregel df o T® = d(f o ®), dat

T*(df) = d(D* f) (5.1.6)

voor iedere differentieerbare functie f in Y.
Is g een continue differentiaalvorm in X en v : [a, b] — X een C'-kromme in X, dan is v*g een
continue differentiaalvorm in [a, b]:

Y9 = g(y(t) - ' (t) dt.

Men definieert nu de integraal van g over de kromme ~ door

/y g= / g /  gr0) -7 (0 (5.1.7)

Merk op dat v*g in een lokale kaart x gelijk is aan
7o o () g = (0 )"ge.

Is ¢ een C'-afbeelding van het interval [, 3] naar [a, b], met ¢(a) = a, (B) = b, dan geeft de
klassieke formule voor substitutie van variabelen in een integraal, dat

b B8
/ f(tydt = / F((5)) ' (s) ds

voor iedere continue functie f in [a, b]. Merk op dat hierin niet eens geéist is dat ¢ een diffeomor-
fisme is. Wel is essentieel dat de randpunten naar de randpunten worden afgebeeld, in de goede
volgorde. Voor een bewijs, zie bijv. Analyse A.

In termen van de differentiaalvorm f = f(t)dt in [a, b] betekent dit dat

Ji=[ei=]F

waarbij we de identiteit als index in de integratie hebben weggelaten. In deze zin is integratie van
differentiaalvormen in R codrdinaatinvariant. Met het oog op

(Yop)g=v"(7"9)

leidt dit meteen tot de volgende conclusie:
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Lemma 5.1.1 De integraal van een differentiaalvorm over een kromme hangt niet af van de para-
metrisatie van de kromme in de zin dat
fo=1.e
gl Yoy

als g een continue differentiaalvorm is in X, v € C1([a, b], X) en ¢ een Cl-afbeelding is van [, G]
naar [a, b, waarvoor (o) = a en p(B) =b.

Stelling 5.1.2 Zij g een C!'-differentiaalvorm in X. Dan zijn de volgende uitspraken a)-c) equi-
valent.

a) Bij iedere a € X is er een open omgeving U van a in X en een differentieerbare functie f in
U, waarvoor df =g in U.

b) Voor iedere kaart k geldt dat

%_851]' ..
ij — Oz’ 1§Z7]Sn’

als

n
:m*(Zgidxi) in X,.
i=1

¢) Bij iedere a € X is er een open omgeving U van a in X, met de eigenschap dat

fo=
;

voor iedere gesloten, continue en stuksgewijs C'-kromme ~ in U.

Isdf =g, dan is

voor iedere Cl-kromme v in X.

Bewijs a) = b) Als in lokale coordinaten (5.1.3) geldt, dan is f € C2. Voor C2-functies f geldt
dat 0;0;f = 0;0; f, invullen van 0, f = g; geeft b).

b) = a) Door een verschuiving uit te voeren, mogen we aannemen dat x(a) = 0, de voorwaarde
b) blijft intact bij deze verschuiving. Definieer nu, in de lokale cotrdinaten,

1 n
:/ Zgi(tx)xidt,
0 i=1

hierin is het rechterlid gelijk aan de integraal van g over de kromme 7, : [0, 1] — R", gedefinieerd
door ~,(t) = tz. Dan is

1
/ Za]glm ta:zdt—i—/ gj(tx)dt.
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Substitueren we b) onder het somteken en gebruiken we dat

dtg] (tz) Z@,gj tz)x;,

dan krijgen we dat

1 1
8jf(x):/0 t%gﬂtw)dt%—/ gj(tz)dt = gj(z),

0
waarbij de tweede identiteit volgt na partiéle integratie.
Stel df = g in U. Is v een C'-kromme in U, dan is

L 9= [van= [0 n=16e) - f6)

Een gesloten, continue en stuksgewijs C!-kromme 7 in U bestaat uit eindig veel C!-krommen
Ym : [@ms bn] — U, 1 < m < m, waarvoor

Ym(bm) = Ymt1(amt1), 1 <m <1—1,

(k) = m(a1).

Dit geeft
l

l
/79 B 2_:1/%”9 = 2 F(rm) = Fl(am)) = 0

m=1
Hierin is de eerste identiteit de definitie van f7 g en de laatste een gevolg van de aansluitingscondities
in de randpunten. Dit bewijst a) = ¢).
c) = a) Veronderstel dat we in de situatie van c) verkeren, we mogen daarbij aannemen dat U
een open bol in R™ om de oorsprong is. Voor p,q € U, zj pq : [0, 1] — R™ de rechte lijn van p
naar ¢, gedefinieerd door

(Pg)(t) =p+1t(g—p), tel0,1].
Merk op dat (pgq)(t) € U voor alle t € [0, 1]. Definieer

f<x>=/0$g,

als in het bewijs van b) = a). Voor y € U volgt uit ¢) dat

byt Lo Lo
Oy YT

Omdat qu g=— fqp g, lezen we hieruit af dat

Zijnuy = x + he;, met h € R z6 dicht bij 0, dat ook y € U. Dan is

/xyg =h /0192‘(”5 +t(y — @) dt,
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waaruit we meteen aflezen dat

lim [f(z + hes) — /()] = gi(2).

5.2 De Uitwendige Afgeleide

De integreerbaarheidsvoorwaarde b), resp. c) in Stelling 5.1.2 is equivalent met het gelijk blijven
van fﬁ{ g onder kleine storingen van de kromme v, waarbij we de begin- en eindpunten vasthouden.

In het algemeen, is T een variéteit dan wordt een homotopie van CF-afbeeldingen van T naar
X gedefinieerd als een afbeelding I' : § x T — X, met de volgende eigenschappen.

a) S is een interval in R.
b) Voor iedere s € S is v, : t — I'(s, t) een CF-afbeelding van T naar X.

c¢) In lokale codrdinaten in T en X zijn alle partiéle afgeleiden van I'(s, t) naar ¢, tot en met de
orde k, continue functies van (s, t) € S x T

Men kan s +— v, : S — CF(T, X) hierbij opvatten als een continue kromme in de ruimte
CH(T, X). Men zegt dat de C*-afbeeldingen « en 4 homotoop zijn, als er een homotopie I : [sg, 51] x
T — X is, waarvoor y = s, €n ¥ = vs,. Anders gezegd, als 7 en 7 in dezelfde boogsamenhangs-
component van C¥(T, X) liggen. Men zegt dat de homotopie van de klasse C! is, als ¢) ook geldt
met I vervangen door alle partiéle afgeleiden naar s, tot en met de orde .

Stel nu dat I' een Cl—homotopie is van Cl-krommen in X. Dit betekent dat, in lokale cotrdinaten,
de codrdinaatsfuncties f van I' voldoen aan de voorwaarden voor f in Lemma 1.8.1. Ter vereen-
voudiging van de notatie nemen we aan dat S = [0, o] en T' = [0, 7], dus I is een afbeelding van
de rechthoek R := [0, o] x [0, 7] naar X.

Als X een open deelverzameling in R" is en g is een C'-differentiaalvorm in X, dan krijgen we
nu dat

di/ g= 4 OTg(F(S, 1)) - 0, (s, 1) dt
= /T[D g(T'(s, t)) - OsI'(s, t)] - O L' (s, t) dt + /T g(T'(s, 1)) - 050 L'(s, t) dt.
0 0

In de tweede integraal substitueren we 9;0;I' = 0;0,I" en passen een partiéle integratie toe op de
afgeleide naar t. Met de notatie

dg(z) (u, v) == [Dg(x) - u]-v—[Dg(z) v] -u, u,veR", (5.2.1)

krijgen we dat
d%/ / (T(s, 1)) (OsT(s, t), L (s, t)) dt (5.2.2)
+9(T'(s, 7)) - 0sL'(s, 7) — g(L'(s, 0)) - 9sI'(s, 0). (5.2.3)
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Het is duidelijk dat (5.2.1) een bilineaire functie in u =  ,u;€e; en v = . v;e; definieert;
uitwerken geeft dat

n
dg(@) (u, v) = > u;v; [9ig;(x) — 9;g:()].
ij=1
Hieruit lezen we af dat de integreerbaarheidsvoorwaarde b) in Stelling 5.1.2 equivalent is met
dg(z) = 0 voor alle x € X. Verder betekent de voorwaarde, dat bij de homotopie de begin- en

eindpunten vastblijven, dat
or or
25(5,0)=0, 5:(5,7)=0

voor alle s. Is aan al deze voorwaarden voldaan, dan concluderen we uit (5.2.3), dat

d

| 9=0

Vs

voor alle s, dus de functie

5»—>/g:[0,0]—>R

is constant. In het bijzonder is de conclusie dat dg = 0 impliceert dat fvg = f& g, als v en
4 homotope krommen zijn, waarbij begin- en eindpunten gedurende de homotopie vastgehouden
worden.

Eenzelfde conclusie kunnen we uit (5.2.3) trekken als we de voorwaarde, dat begin- en eindpun-
ten vastgehouden worden, vervangen door de voorwaarde dat alle 5 gesloten krommen zijn, dat
wil zeggen:

(s, 7)=T(s, 0)

voor alle s. Een gesloten kromme ~ in X heet samentrekbaar als zij homotoop is, via gesloten
krommen, aan een constante kromme 5(t) = p. Omdat vanzelfsprekend f& g = 0, is de conclusie in
dit geval, dat f7 g =0 als dg = 0 en vy een samentrekbare lus in X is.

Een samenhangende variéteit X heet enkelvoudig samenhangend, als iedere lus in X samentrek-
baar is. Omdat in een bolomgeving van 0 iedere lus v met I'(s, t) := s+(¢), s lopend van 1 naar 0,
in de oorsprong kan worden samengetrokken, zien we dat voorwaarde c) in Stelling 5.1.2 als gevolg
van b) gezien kan worden, door voor U bolvormige coérdinaatomgevingen te nemen.

Voorbeeld 5.2.1 Zij X = R?\ {0}, met cosrdinaten (x, y). In poolcosrdinaten

T =T COoSp,

y =1 singp,
krijgen we
dx = cos pdr — rsinpdyp,
dy = sin pdr + rcos pdep,
dus
g:= dp= %[— sin p dz + cos p dy]
= x{—ﬁdem%— %ergdy.
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De pointe is dat, hoewel poolcodrdinaten geen globaal codrdinatensysteem voor X vormen, de
tweede regel een reguliere differentiaalvorm in X definieert, zelfs met rationale coéfficienten. Lokaal
is de vergelijking d f = g oplosbaar, met als oplossingen f = ¢+-c¢, de hoekfunctie plus een constante.
Men kan natuurlijk ook de voorwaarde b) narekenen.

Voor iedere gesloten kromme ~ in X geldt dat

3 | 9=w(y),

.
het windingsgetal van 7 om de oorsprong in het vlak. Immers v*g is een differentiaalvorm in [a, b]
die de toename van de hoek langs de kromme « beschrijft, de integraal hiervan over [a, b] is de
totale toename van de hoek langs de kromme . Voor gesloten krommen is dit een geheel veelvoud
van 2w, dit veelvoud heet het windingsgetal. Omdat dit getal constant blijft onder homotopie en
bijvoorbeeld gelijk aan 1 is voor de kromme

v(t) : (cost, sint), t € [0, 2n],

is de conclusie dat R?\ {0} niet enkelvoudig samenhangend is. Het opmerkelijke is, dat we dit
topologische feit hier hebben vastgesteld door het uitrekenen van een integraal. %)

Tot nu toe hebben we alle berekeningen in een open deelverzameling van R” gedaan; in het
bijzonder was de definitie van de bilineaire vorm dg(z) codrdinaatathankelijk. We zullen nu voor
iedere C'-vorm g in een variéteit X en voor iedere x € X de grootheid dg(z) interpreteren als een

bilineaire vorm
dg(x) : (u, v) — dg(x) (u, v) : T X X T X = R

in de raakruimte T, X.

Veronderstel dat I' een afbeelding is van de rechthoek R in R? naar X, als in Lemma 1.8.1 en
zodanig dat I'(R) bevat is in een coérdinaatomgeving in X. Integreren we (5.2.3) over s van 0 naar
o, dan kunnen we het resultaat schrijven als

/oa /0 dg(T'(s, 1)) (95T (s, t), &L (s, t)) dt ds
Z/%g—/mg—/Tg+/Og, (5.2.4)

By s T(s,t).

Zij OI' de gesloten kromme, bestaande uit (g, gevolgd door ~,, en dan (3, en -y in de tegen-
gestelde richting. « is gelijk aan het beeld onder I' van de rand OR van R, waarbij de rand in de
gebruikelijke positieve richting, dat wil zeggen linksom, doorlopen wordt. Notatie:

als we noteren

o' =0I'y, =T 0 OR.

Het rechterlid in (5.2.4) is gelijk aan [, or 9, dus onathankelijk van de gebruikte lokale codrdinaten.
In lokale codrdinaten kunnen we de integrand in het linkerlid van (5.2.4) terugvinden uit

lim ﬁ/ g = dg(T(0, 0))(9,I'(0, 0),5;I'(0, 0)). (5.2.5)
(o,7)—(0,0) Fo) .

Dit leidt tot de volgende conclusie.
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Stelling 5.2.1 Zij g een C'-differentiaalvorm in een variéteit X. Voor iedere x € X is er een
eenduidig bepaalde bilineaire vorm in T, X, die met dg(x) wordt aangeduid, met de volgende eigen-
schappen.

a) Zij u, v € Ty X en veronderstel dat T' een C2-afbeelding is van een open omgeving van de

oorsprong in R? naar X, metT'(0, 0) = x, 811(0, 0) = u en 92'(0, 0) = v. Dan is dg(x) (u, v)

gelijk aan de limiet voor (o, T) — (0, 0) van = maal de integraal van g over

I'o9([0, o] x [0, 7]).

b) In willekeurige lokale codrdinaten voldoet dg(x) aan (5.2.1)

Vanwege a) wordt dg(z) de uitwendige afgeleide van g in het punt x genoemd. Merk op dat
dg = 0 lokaal equivalent is met g = df voor een differentieerbare functie f. In het bijzonder geldt
d(df) = 0 voor iedere f € C%(X).

Uit b) zien we dat dg(z) antisymmetrisch is:

dg(z) (v, u) = —=dg(z) (u, v), u,veE Ty X.

In het algemeen wordt een afbeelding w, die aan iedere z € X een antisymmetrische bilineaire vorm
in T, X toevoegt, een differentiaalvorm van de graad 2 in X genoemd. In de volgende paragrafen
zullen we de theorie opzetten voor differentiaalvormen van willekeurige graad.

We besluiten deze paragraaf met een formule die een verband legt tussen de uitwendige afgeleide
en Lie-haakjes. Is g een differentiaalvorm en v een vectorveld in X dan definieert

g-v:xz—g(x)-vz): X >R

een reéelwaardige functies g - v in X, die het inprodukt van g en v genoemd wordt. Merk op dat
deze definitie onafhankelijk is van lokale codrdinaten. Stel u en v zijn C'-vectorvelden in X en g is
een Cl-differentiaalvorm in X. Gebruik makend van (4.7.2) en (5.2.1), krijgen we:

du(g - 0)(z) = do(g - u)(x) = dg(z) (u(z), v(z)) — g(x)([u, v](z)) (5.2.6)

voor alle z € X.

Is g een Cl-differentiaalvorm in de n-dimensionale variéteit X, waarvoor g(z) # 0 voor iedere
x € X, dan vormen de (n — 1)-dimensionale lineaire deelruimten ker g(z) van de raakruimten een
C!-deelvectorbundel, die we met ker g aanduiden. Het vinden van integraalvariéteiten voor ker g
staat in de klassieke literatuur bekend als het Pfaff’se probleem voor de Pfaff’se vorm g.

Stelling 5.2.2 Zij g een CF-differentiaalvorm in X, k > 1 en g(x) # 0 voor iedere x € X. Dan
zign de volgende uitspraken a)-c) equivalent.

a) Het Pfaff’se probleem ker g is integreerbaar.

b) Bij iedere a € X is een open omgeving U van a in X, een CF-functie ¢ en een CF1-functie
fin U, waarvoor g = odf in U.

c) Als u en v Ct-vectorvelden in X zijn en g-u =0, g-v =0, dan is dg(z) (u(z), v(z)) = 0
voor alle x € X.
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Bewijs a) = b). In de lokale standaardvorm c) in Stelling 4.8.1 voor de integreerbare bundel
ker g is g = gy, dz,, voor een C'-functie g,. Dit bewijst b) met ¢, f € C*. Omdat g(x) # 0, is zowel
o(x) # 0 als ook df(x) # 0, voor iedere z € X. Uit df = ég € CF zien we dat f € CFHL.

b) = ¢). Een berekening in lokale coérdinaten geeft dat

d(pdf)(@) (u(z), v(2)) = dup(r) do f(z) = dvp(2) du f (2)

voor alle x € X. Omdat ker g = kerdf als g = ¢ df, lezen we hieruit c) af.
c) = a). Stel ¢) geldt, g-u=0en g-v=0. Uit (5.2.6) zien we dat

9(@)([u, v](z)) = dg(z) (u(z), v(z)) =0
voor alle x € X. Maar dit betekent dat H = ker g voldoet aan b) in Stelling 4.8.1. U

Men noemt de functie ¢ in b) een integrerende factor voor de differentiaalvorm g. Eigenlijk zou
het natuurlijker zijn om % zo te noemen, omdat het product hiervan met g gelijk is aan de totale
afgeleide van een functie f. Merk op dat de integraalvariéteiten van ker g lokaal gelijk zijn aan de
niveauvariéteiten f~'({c}), ¢ € R, van de functie f.

5.3 De Uitwendige Algebra

7ij E een n-dimensionale lineaire ruimte. Een p-lineaire vorm in E is gedefinieerd als een p-lineaire
functie w : EP — R, zie (1.8.3). Voor p = 1 is dit een lineaire vorm, voor p = 2 spreekt men van
een bilineaire vorm. Voor p = 0 is w een element van R.

Is p > 2, dan noemt men de p-lineaire vorm w antisymmetrisch, als voor iedere 1 < i < p—1
en vy, ..., v, € E geldt dat

W1,y Uiy Vigl,enny Up) = —w(V1, .., Vig1, V..., Up). (5.3.1)

Omdat iedere permutatie w van {1,..., p} verkregen kan worden als samenstelling van buurverwis-
selingen, geeft herhaald toepassen van (5.3.1) dat

W(Vr(1)s -5 Vn(p)) = (sgn7) w(v1, ..., vp), (5.3.2)
voor iedere permutatie 7 en vy,..., v, € E. Hierin is de tekenfunctie m — sgnm gegeven door:
Lemma 5.3.1 Zij S de groep van permutaties van {1,..., p}. Er is precies één homomorfisme

sgn van S naar de vermenigvuldigingsgroep {+1, —1}, dat niet constant gelijk aan 1 is. Hiervoor
geldt dat sgnm = (—1)l als ™ het product is van | paarverwisselingen.

Bewijs Voor de eenduidigheid merken we op dat de commutativiteit van de groep {£1} impliceert
dat

sgn(rmoyoml) = (sgnm)o (sgnep) o (sgnmw) ! =sgn
voor alle ¢, 7 € S. Anders gezegd, ieder homomorfisme sgn : & — {£1} is constant op iedere

conjugatieklasse in S.
Noteren we de permutatie die ¢ met j verwisselt met (ij), dan is

mo(ij) on ™t = (n(i) m(j))
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voor iedere m € S. Nu is er voor ieder paar a,b met a # b een permutatie m waarvoor 7(i) =
a en 7(j) = b, dus als sgn(ij) = 1, dan is sgn(ab) = 1 voor alle a,b, hetgeen impliceert dat
sgn = 1 voor alle ¢ € S, omdat iedere permutatie een product van paarverwisselingen (zelfs van
buurverwisselingen) is. De conclusie is dat, als sgn niet constant is, dan is sgn 5 = —1 voor iedere
paarverwisseling 3, dus sgnm = (—1)!, als m het product is van [ paarverwisselingen.

Voor de existentie, schrijf P, resp. @ voor de verzameling van paren (i, j) met 1 <1i < j < p,
resp. 1 < j<i<p Verder R=PUQ. Als a = (i,j) € Ren m € S, dan noteren we
m(a) = (w(i), 7(j)) € R, dit definieert een actie van S in R. Voor iedere m € S definiéren we de
lengte [(m) als het aantal elementen van P dat door 7 naar @) afgebeeld wordt, dus

[(m) == #(P N7 Q)

We gaan nu bewijzen dat
sgn : 7 — (—1)!™

een homomorfisme van S naar {+} is.
Zijn w, ¥ € §, dan schrijven we

ABC :={ac A|¢Y(a) € B, n(¢(a)) € C}.
Alle 22 = 8 mogelijkheden met A, B, C gelijk aan P of @ zijn onderling disjunct. We hebben

Pn(roy) Q) = PPQU PQQ,
PNy HQ) = PQR = PQQ U PQP,
I (Pn7 Q) = RPQ = PPQUQPQ,

waaruit we aflezen dat
Um) + 1) = U(moy) + #(QPQ) + #(PQP).

De afbeelding s : (i, j) — (j, ¢) verwisselt P met . Omdat §(s(«)) = s(6(«)) voor iedere
a € R, 0 €S, zien we dat s(QPQ) = PQP, dus #(PQP) = #(QPQ). Dit geeft dat

sgn(m o) = (sgnm) - (sgn ).
Ism=(ii+1), dan geldt j < k en m(j) > 7(k) dan en slechts dan als j =i en k =i+ 1. Dus

[(m) =1 en sgnm = —1 voor iedere buurverwisseling 7, hetgeen laat zien dat het homomorfisme =
niet constant is. U

Lemma 5.3.2 Zij w een p-lineaire vorm in E. Dan zijn de volgende uitspraken a), b) equivalent.
a) w is antisymmetrisch.

b) Zijn vi, ..., v, lineair afhankelijk, dan is w(vy,..., vp) =0.
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Bewijs Uit (5.3.2) en Lemma 5.3.1 zien we dat a) geldt, dan en slechts dan als
WV ooy Viyoooy Uy oy Up) = —w(V1, .0y Ujyeen, Vgyeony Up)

als 1 <7< j <p. Net als na (4.7.3) zien we dat dit equivalent is met

W(VL,y ey Viyeony Ujyenny Up) =0
als v; = vj, 1 <1 < j < p. Omdat in deze situatie de vectoren v1,..., v, lineair afhankelijk zijn, is
hiermee b) = a) bewezen.
Omgekeerd, zijn de vectoren vy, ..., v, lineair afhankelijk, dan is er een ¢ waarvoor
V; = E Cj Uj,
J#

voor zekere coéfficiénten ¢; € R. De lineariteit van w in de i-de variabele uitwerkend, krijgen we
dat
W15y Vigenny Up) :chw(vl,..., Vj, ..., vp) =0
J#i
als w antisymmetrisch is, omdat de hier genoteerde v; op de i-de plaats gelijk is aan de vector op
de j-de plaats en i # j. O

Een antisymmetrische p-lineaire vorm w in E heet ook wel een p-vorm in E. Lemma 5.3.2, b)
suggereert de interpretatie van w(vy,. .., vp) als een p-dimensionaal volume, voorzien van een teken,
van het parallellepipedum in E opgespannen door de vectoren v1,...v, in E. Immers, als vy,..., v,
lineair afhankelijk zijn, dan ligt het opgespannen parallellepipedum in een lineaire deelruimte van
dimensie < p, dus is het p-dimensionale volume gelijk aan 0. De lineariteit van v; — w(v1,..., vp)
maakt daarbij dat w(vy,..., vp) van teken wisselt als v; vervangen wordt door —v; (en ook als v;
met v; wordt verwisseld). Om die reden spreekt men van een georiénteerd p-dimensionaal volume.

De p-vormen in E vormen een lineaire deelruimte van de ruimte van alle functies in EP, de
ruimte van p-vormen in E wordt met AP E* aangeduid. We hebben A\! E* = E* en A\’ E* = R.

Als w € A\PE*, v € N E*, dan wordt het witwendige product w A v € A\PT9 E* gedefinieerd
door:

(WAV)(V1,. .., Vptq) = Z SENT - W(Vr(1)s -5 Un(p)) " V(Vn(pg1)s - -+ > Un(prq) (5:3.3)

ekl
11 ]
= d Z SENT + W(Vr(1)s -+ s Vr(p)) * V(Ur(ps1)s -+ + 5 Un(ptq))-
TeS
Hierin is S de collectie van alle permutaties van {1,..., p + q}. De deelverzameling K C § is
z6 gekozen, dat er voor iedere opdeling van {1,..., p+ ¢} in deelverzamelingen A, resp. B met p,

resp. ¢ elementen, er precies één 7 € K is, waarvoor (i) € A voor 1 < i < p en 7w(j) € B voor
ptl<j<p+q

Merk op dat een andere permutatie met deze eigenschappen van de vorm ¢ o7 is met ¢(A) = A,
¥(B) = B. Dit resulteert in een extra factor sgn(i|4) aftkomstig van w en een factor sgn(v|p)
afkomstig van v. Maar omdat

sgn(y o m) = sgn(y) - sgu(m) = sgn(]4) - sgn(y|p) - sgn(),
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zien we dat de keuze van 7 er niet toe doet.

Tenslotte gaan we nog even na dat w A v inderdaad een (p + ¢)-vorm is. De lineariteit in iedere
variabele is duidelijk. Is 1) een permutatie en vervangen we in (5.3.4) de indices j door ¥(j), dan
zien we dat dit op hetzelfde neerkomt als in het rechterlid van (5.3.4) de permutatie 7 te vervangen
door © = w0 1. Omdat

sgnm = sgn(7 oy 1) = sgn#/sgn1p = sgnp sgn 7,

zien we dat het vervangen van de indices j door ¥(j) leidt tot vermenigvuldiging van (5.3.4) met
de factor sgn .

Opmerking 5.3.1 In de literatuur wordt het uitwendige product ook wel met andere, van p en ¢
afhankelijke, factoren ervoor gedefinieerd. De hier gemaakte keuze is niet alleenzaligmakend, maar
het is wel verstandig om de verschillende definities niet door elkaar te gebruiken. @

Het uitwendige product heeft de volgende eigenschappen.
Stelling 5.3.3 Alsw e NP E*, ve N"E* en pe \" E*, dan is
wAWAp)=(WwAV)Ap. (5.3.4)
Als eq,..., e, een basis in E* is, dan vormen de
gy N - Ny, met i(1) <i(2) <...<i(p)

een basis van NP E*. In het bijzonder is

dim A\PE* = ( " ) (5.3.5)

p
en is N\’ E* = {0} als p > n. Tenslotte, als w € NP E*, v € \TE*, dan is

wAv=(-1)\lvAw. (5.3.6)

Bewijs (5.3.4) kan bewezen worden, door aan te tonen dat beide zijden van de identiteit, toegepast
op (V1,..., Uptqir), gelijk zijn aan

Z g - W(Vr(1)s s Vn(p) Y (Vn(ps1) - o5 Vn(pta)) - H(Un(prgt1)s s Unlptgtn))s
waarbij in de som voor iedere opdeling van {1,..., p+q+7r} {1,..., p+g+r} in deelverzamelingen
A, resp. B, resp. C met p, resp. ¢, resp. 7 elementen er één permutatie 7 gekozen is, waarvoor
(i) € Avoor 1 <i<p,m(j) € Bvoorp+1<j<p+qgenmn(k)e Cvoorp+q+1<k<p+q+r.
Bijvoorbeeld, bij het uitschrijven van het linkerlid w A (v A p) volgens de definitie (5.3.4) krijgen
we

ngnd) W(Uy(1)s -+ -5 Vy(p))
Y

+ DX V(Us(rn(1)s > Vploi(@)) * HOpx(ar1))s s Vppe(atn))
X
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Hierin is voor iedere opdeling van {1, ..., p+¢+r} in deelverzamelingen A, resp. D met p, resp. q+r

elementen, er één permutatie ¢ van {1,..., p+ g+ r} gekozen, waarvoor (i) € A voor 1 <i < p,
m(j) € D voor p+1 < j < p+q+r. En voor iedere opdeling van {1, ..., g+r} in deelverzamelingen
B’, resp. C’ met g, resp. r elementen is één permutatie x van {1,..., g + r}gekozen, waarvoor

x(i) e B als1 <i<qgen x(j)eCalsq+1<j<qg+r. Wekrijgen de termen in de gewenste
vorm door 7 te definiéren door middel van 7 (i) = (i) als 1 <i<penw(p+j) =¢(p+ x(j)) als
1<j<q+r. Wehebben m =1 oy, waarin chi(i) =i als 1 < i < pen chi(p+j) = p~+ x(j) als
1 <j < g+ r. Hiermee is sgnm = sgnt - sgny = sgn - sgny. Tenslotte is ook duidelijk dat de
afbeelding k +— ¢ (p + k) de opdeling van {1,..., ¢+ r} in B’ resp. C’ afbeeldt naar een opdeling
van D in deelverzamelingen B, resp. C van ¢, resp. r elementen en dat iedere dergelijke opdeling
van D precies één keer in de som voorkomt.
Voor de tweede uitspraak voeren we de collectie I = I, in van multi-indices

met
1<i(1) <i(2) <...<i(p) <n.

Verder, zij e; de duale basis in F, gedefinieerd door ¢;(e;) = 1 als i = j en ¢;(e;) = 0 als i # j.
Voor i € I schrijven we

€ = Ei() N - NEi(p), €= (ei(l), RN ei(p))-

Voor i, j € I krijgen we dan dat €;(e;) = 1 als i = j en g;(e;) = 0 als i # j. Hieruit volgt dat

O civei)leg) = ¢

el

voor iedere ¢ € R/ en iedere j € I. Voor iedere w € AP E* geeft dit op zijn beurt dat

w= Zw(ei) F €4,

el

omdat het linker- en rechterlid op alle ej, j € I dezelfde waarde aannemen. De conclusie is dat de

afbeelding
C Z C; - &;
i€l
een bijectieve lineaire afbeelding is van R/ naar AP E*.
Tenslotte volgt (5.3.6) uit het voorgaande en het feit dat

wAV=—-vAw als w,veE =N\E" (5.3.7)

De directe som (= het Cartesische product)

A=A =D
p=0
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is een lineaire ruimte met .
n
dim /\ E* = =2"
Ae=3(5)

p=0
Het uitwendige product heeft een eenduidig bepaalde uitbreiding tot een bilineaire afbeelding
(w, V) — w A v van A x A\ naar /. Daarmee wordt A een algebra, die de witwendige algebra
of Grassmann-algebra van E* genoemd wordt. Uit (5.3.7) zien we dat /\ verre van commutatief
is. Anderzijds zien we uit (5.3.6), dat w A v = v A w, zodra w of v een lineaire combinatie is van

p-vormen van even graad p.
Is A een lineaire afbeelding van E naar een eindig-dimensionale lineaire ruimte F', dan definieert

(A*w)(v1,. .., vp) =w(Av,..., Avy) (5.3.8)

een lineaire afbeelding van A? F* naar AP E*, die het terugtrekken van p-vormen door A genoemd
wordt. Er geldt
A" (w Av) = (A*w) A (A*p), (5.3.9)

als w e NP F*, v e N1 F*, zoals direct volgt door uitschrijven van de definities.

De afbeelding A* heeft een eenduidig bepaalde uitbreiding tot een lineaire afbeelding van A F™*
naar A\ E*, die ook met A* aangeduid wordt. Daarvoor geldt (5.3.9) voor alle w,v € A F*, ofwel
A* is een homomorfisme van algebra’s A\ F* — A E*.

Is B een lineaire afbeelding van F' naar een eindig-dimensionale lineaire ruimte G, dan is

A*(B*w) = (Bo A)*w (5.3.10)

voor iedere w € AP G*; ook dit volgt direct door uitschrijven van de definities. Door lineair
uitbreiden geldt deze regel ook voor de afbeeldingen tussen de uitwendige algebra’s.
Iswe APE*, p>1enwv e FE, dan definieert

(w-v)(vg,..., vp) =w(v, v,..., Up) (5.3.11)

een (p—1)-vorm in E, die het inproduct van w met v of de contractie van w met v genoemd wordt.
Merk op dat

iy w—w-v: \PE* — NPTIE* en (5.3.12)
iV wev: B — \PTUE (5.3.13)

beiden lineaire afbeeldingen zijn.
Alswe NPE*,ve NTE* en v € E, dan geldt:

iy(WAV) =dyw AV + (—1)Pw Adyr, (5.3.14)

Om dit in te zien, splitsen we de som in (5.3.4) in de som over permutaties 7 met w(1) = 1 en de
som over permutaties m met 7(p + 1) = 1. De eerste som herkennen we als i,,w A v, werkend op
(v2,..., Upyq). In de tweede som herschrijven we 7(i) = (i + 1) voor 1 <i <p, w(p+1) = (1)
en m(j) = 1(j) voor p+2 < j < p+ q. Dit impliceert dat m = v o x, waarin sgn y = (—1)?, terwijl
(1) = 1. De tweede som herkennen we nu als (—1)P w A i,, v, werkend op (va, ..., Upiq).

Is A een bijectieve lineaire afbeelding van E naar F', dan geldt

A*(w-v) = (A*w)- (A" ), we \PF*, v e F. (5.3.15)

103



Dit volgt door uitschrijven van de definities.

Een belangrijk speciaal geval treedt op voor p = n = dim F, in welk geval w € A" E* een
georiénteerde volume-vorm in E genoemd wordt. Is A € L(E, E), dan is A* een lineaire afbeelding
van de 1-dimensionale lineaire ruimte A" E* naar zichzelf, dus van de vorm

A'w=c(A) -w, we \"E*
voor een eenduidig bepaalde ¢(A) € R. (5.3.10) gebruikend, krijgen we dat
¢(BoA) w=(BoA)'w=A"(B*w)=A%(¢(B) -w) =¢(B) - A*w=¢(B) - ¢(A) - w
voor iedere w € A" E*, dus
¢(BoA)=¢(B)-c(A), A, BeL(E, E).

Ook is het duidelijk dat ¢(id) = 1.
Iseq,..., e, een basis in F, dan geeft uitschrijven van

o i,
Aej = g Aj e
i
in coordinaten ten aanzien van deze basis dat

c(A) -wler,...,en) = (A%w)(e1,..., en) =w(Aey,..., Aey)

- Z H A?(Z) ) w(eﬂ(l)’ EEER) ew(n))

T =1
n .
= Z HA?(Z) sgnm-w(er, ..., ey).
T =1
Hierin is in de middelste regel eerst gesommeerd over alle afbeeldingen 7 van {1,..., n} naar
{1,..., n}; dit is het resultaat van het multilineair uitwerken. Vervolgens is opgemerkt, dat als er 4
en j zijn met i # j en (i) = 7(j), dan is w(ex(1),- - -, €x(n)) = 0, dus we hoeven alleen te sommeren

over de permutaties 7. De conclusie is hiermee, dat c¢(A) gelijk is aan de determinant van A ten
aanzien van de basis e, ... ey.
Om deze reden schrijft men ¢(A) = det A, ofwel beschouwt men

A'w=detA -w, we \"E*, Ac L(E, E), (5.3.16)

als de definitie van de determinant van A € L(E, E). Deze definitie komt overeen met de determi-
nant van de matrix ten aanzien van een willekeurige basis. Bijna zonder rekenen krijgt men hiermee
de bekende formule

det(Bo A) = det B - det A (5.3.17)

voor de determinant van n X n-matrices terug.
Ook kan nog opgemerkt worden, dat

sgnm = det A,

als A de lineaire afbeelding van F naar E is, die e; in er(; overvoert, de bij m behorende permuta-
tiematriz genaamd.
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5.4 Differentiaalvormen van de graad p

Zij X een n-dimensionale variéteit. Een differentiaalvorm van de graad p in X, of kortweg een
p-vorm in X is een afbeelding w, die aan iedere z € X een antisymmetrische p-lineaire vorm
w(z) = w, in Ty X toevoegt. Anders gezegd,

wy € NP(T X)* voor iedere z € X.

Het punt = wordt in de notatie vaak onderaan gehangen, omdat w, zélf een functie van p raakvec-
toren vy tot en met v, in T, X is; dan staat

We(V1y .0y Vp)

wat overzichtelijker dan

w(@)(viy ..., vn).

Voor p = 0 is dit een reéelwaardige functie in X, terwijl voor p = 1 de differentiaalvormen uit
§5.1 terugkomen. De uitwendige afgeleide van een 1-vorm uit §5.2 was een differentiaalvorm van
de graad 2. Een n-vorm in X heet een (georiénteerde) volume-vorm in X.

Om te kunnen spreken van CF-differentiaalvormen van de graad p, voeren we de p-vormbundel
AP T* X in van de disjuncte lineaire ruimten AP(T, X)*, z € X:

NPT X i={(z,w) |z € X, we NP(T. X)}.

De afbeelding
mi(r,w)— o NPT"X - X

heet weer de projectie naar de basis. In deze termen is een p-vorm in X gedefinieerd als een
afbeelding w : X — AP T* X, waarvoor 7 o w = id, de identiteit in X.

Voor iedere kaart x voor X is D k(x)~! een lineaire afbeelding van R™ naar T, X, die we kunnen
gebruiken om de geinduceerde kaart

Fon N (Xe) — Vi x AP(R™)*

te definiéren door
f(r, w) = (k(z), (Dr(Z)™)* w). (5.4.1)

Merk op dat
NEY =R ma= (1),

p

zie Stelling 5.3.3. Met de geinduceerde kaarten wordt A” T* X een n + m-dimensionale C!~!-
variéteit als X een n-dimensionale Cl-variéteit is. Zoals gewoonlijk zullen we aannemen dat X
reéel-analytisch is, zonder de algemeenheid te schaden, zie Opmerking 2.4.1.

Na invoering van de variéteitsstructuur in A” T* X kunnen we de p-vorm w in X van de klasse
CF noemen, als w een CF-afbeelding is van X naar A’ T* X. De ruimte van alle willekeurig vaak
differentieerbare p-vormen in X wordt met QP(X) aangeduid. De ruimte van p-vormen van de
klasse C* zou met QP*(X) aangegeven kunnen worden.
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Alle algebraische bewerkingen uit §5.3 kunnen nu in ieder punt x € X voor differentiaalvormen
in X worden overgebracht. Om te beginnen definiéren we voor de p-vorm w in X en de g-vorm v
in X de (p+ ¢)-vorm w A v in X, door middel van:

(WAV)z i=wy Ay, € X. (5.4.2)

w A v heet het witwendige product van w en v. (5.3.11) laat zien op welke manier dit een functie is
van p + g raakvectoren in het punt z. Is w of v een reéelwaardige functie, dat wil zeggen p = 0 of
g = 0, dan laat men het symbool A weg of vervangt het door het gewone vermenigvuldigingssymbool

Is ® een differentieerbare afbeelding van X naar een variéteit Y, dan definiéren we voor iedere
p-vorm w in Y de door ® teruggetrokken p-vorm ®*w in X door:

(P*w)y = (T2 ) 'Wa(z), =€ X. (5.4.3)

Merk op dat wg(,) € /\p(Tq>(m) Y)* en dat T, ® een lineaire afbeelding is van T, X naar T, Y,
dus (5.4.3) is goed gedefinieerd. (5.3.8) laat zien op welke manier het rechterlid een functie is van
p raakvectoren in het punt z. Uit (5.4.1) lezen we ook af, dat voor een kaart x geldt dat

Rowor =k Hw=(x)"w. (5.4.4)

In het bijzonder betekent dit, dat w van de klasse C* in X, is, dan en slechts dan als (k~!)*w =
(k") lw van de klasse C* is in V.

Is X een deelvariéteit van Y en is w een p-vorm in Y, dan definieert
Vp(V1,.oy Up) =wg(V1,...,0p), TEX CY, v1,...,0 €T X CTzY

een p-vorm v in X die w in X genoemd wordt. Als p > 0 dan is dit wat anders dan de beperking
tot X van w : Y — TY, omdat ook de v; tot T X beperkt worden. (Zo is v = 0 als p > dim X,
terwijl het daarbij best kan gebeuren dat w, # 0 voor x € X.) In termen van terugtrekken van
differentiaalvormen is

v =id% w,

als idx de identiteit, beschouwd als afbeelding van X naar Y, voorstelt.
Tenslotte definiéren we voor iedere p-vorm w in X en voor ieder vectorveld v in X de (p—1)-vorm
WV = tyw = 1,0 in X door:
(W V) = wy - v(x). (5.4.5)

(5.3.11) laat zien dat dit neerkomt op het invullen van v(z) € T, X op de eerste plaats in de p-vorm
wy in Ty X. w- v heet het inproduct van de p-vorm w met het vectorveld v.
Stelling 5.3.3, (5.3.9), (5.3.10), (5.3.14) en (5.3.15) geven nu:

Stelling 5.4.1 Zijn w, resp. v, resp. u differentiaalvormen in X van de graad p, resp. q, resp.

r, dan gelden (5.3.4) en (5.53.6). Is k een kaart voor X, dan zijn er voor iedere p-vorm w in X

eenduidig bepaalde reéelwaardige functies wiy), . ip) i Xx, waarvoor

w = Z Wi(1),...,i(p) dl-ﬁi(l) A dl-ﬁi(2) VANAAN dﬁi(p). (5.4.6)
1<i(1)<...<i(p)<n
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Er geldt dat w van de klasse C* is, dan en slechts dan als de functies Wi(1),...,i(p) van de klasse ck
zijn. Ook is w A v van de klasse CF als w en v van de klasse C* zijn.
Is & een differentieerbare afbeelding van X naar een variéteit Y, dan geldt

*(w Av) = (*w) A (B*D) (5.4.7)

voor iedere p-vorm w in'Y en g-vorm v in'Y. ®*w is een p-vorm in X van de klasse CF, als
de p-vorm w in'Y wvan de klasse C* is en ® een CFHl-afbeelding is van X naar Y. Is U een
differentieerbare afbeelding van Y naar een variéteit Z, dan geldt

(VW) = (Vo d)*w (5.4.8)

voor iedere p-vorm w in Z.

Tenslotte, is v een vectorveld in X en is w een p-vorm in X en v een q-vorm in X, dan geldt
(5.3.14). w-v is van de klasse C* als w en v van de klasse CF zijn. Is ® een lokaal diffeomorfisme
van X naar een variéteit Y, dan is

P (w-v) = (P*w) - (P*v) (5.4.9)
voor iedere p-vorm w in Y en ieder vectorveld v in'Y .

De gedaante in lokale coordinaten is een gevolg van de opmerking dat als (zi,..., z,) de
coordinaten in R™ voorstellen, dan is dz; constant gelijk aan de i-de standaard basisvector in
(R™)* ~ R™. Dit betekent dat een CF-differentiaalvorm van de graad p in een open deelverzame-
ling V van R"™ eruit ziet als

g = Z gi(l),...,i(p)(x) dl‘z(l) A da:,(g) VANRIAN dxi(p), (5.4.10)
1<i(1)<i(2)<...<i(p)<n

waarin de g;(1), .. i(p) (7) redelwaardige CF-functies van z € V zijn.

Is k een kaart voor de variéteit X, dan zijn de CF-differentiaalvormen van de graad p in X,
precies de w = k¥ g met g als boven. Gebruik makend van x*x; = k;, dus k*dx; = dk;, gecombineerd
met de rekenregel (5.4.7), geeft dit (5.4.6) met

Wi1),...,i(p) = K Gi(1),..,i(p)-

Opmerking 5.4.1 In de klassieke literatuur ziet men vaak de definitie van een p-vorm als een
formele uitdrukking van de vorm (5.4.10), waarin de g;),.. i) (7) regelwaardige functies van x
zijn en de dx;q) A ... A dz;p uitdrukkingen die niet nader gedefinieerd worden, maar waarvan
geéist wordt dat ze aan de tot nu toe vermelde rekenregels voldoen. Dit leidt tot een consistent
rekenschema. Hier zijn de rekenregels aangetoond als gevolg van de gegeven definities. Daar staat
tegenover dat onze definitie van een p-vorm: “in ieder punt z, een antisymmetrische p-lineaire vorm
in de raakruimte T, X", meer achtergrondkennis vereist dan de definitie: “een uitdrukking van de
vorm (5.4.10)”. %)
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5.5 Uitwendige Afgeleide van p-vormen

We generaliseren nu de uitwendige afgeleide van 1-vormen uit §5.2. Met “w — dw is een eerste-orde
partiéle differentiaaloperator” bedoelen we dat voor iedere z € X het beeld dw, alleen afhangt van
x, w; en de eerste-orde afgeleiden van de codrdinaten van w in het punt z.

Stelling 5.5.1 Zij X een n-dimensionale variéteit. Er is een afbeelding d, die aan iedere diffe-
rentieerbare p-vorm w in X een (p + 1)-vorm dw in X toevoegt en die voor iedere kaart k voor X
gegeven wordt door de formule

d Z Wi(1),...,i(p) dﬁi(l) FANPRAN dlii(p)
1<i(1)<...<i(p)<n

= Z dwi(l),...,i(p) AN dlii(l) AL oA d'%i(p) (551)
1<i(1)<...<i(p)<n

m X,.
d is een eerste-orde lineaire partiéle differentiaaloperator. Voor p = 0 is df de totale afgeleide
van de functie f, in lokale codrdinaten gegeven door

n
0
df=> % dz;.
j=1
Voor p =1 is d geligk aan de witwendige afgeleide uit §5.2.
Is w een differentieerbare p-vorm en v een differentieerbare q-vorm in X, dan is
dlwAv)=dwAv+ (—1)Pw Adv. (5.5.2)
Is w een p-vorm in X van de klasse C?, dan is
d(dw) = 0. (5.5.3)

Tenslotte, als ® een differentieerbare afbeelding is van X naar een variéteit Y en w is een
differentieerbare p-vorm in'Y, dan is

3% (dw) = d(P*w). (5.5.4)

Bewijs De identificatie voor p = 0 is evident. Voor p =1 wordt (5.5.1) met x; = x;:

d Zn:wi dx; = Zn:dwi ANdx; = Zn: iji dl‘j A dx;
=1 =1 i,7=1

= Z(a,wj — @wi) dx; A d.%'j.
1<j

Toepassing op (e;, €;) voor alle i < j geeft hetzelfde resultaat als de dw die in (5.2.1) is gedefinieerd.
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We bewijzen nu eerst (5.5.2) in lokale cotérdinaten. Daarbij gebruiken we de multi-index notatie
uit het bewijs van Stelling 5.3.3 en de basis €; = dz;. We krijgen

dlwAv) = d(zwm/\ZVﬁj)

il jelq

=d E WiV E; NEj
icl,, jel,

= Z d(wi l/j)/\&l'/\6j
iel,, jel,

= Z (dwi/\yj+wi/\dyj)/\6i/\6j
il jel,

=dwAv+ (—1)Pw Adv.

Hierbij is bij de derde identiteit opgemerkt dat £; Ae; 6fwel gelijk aan 0 is, 6fwel gelijk aan e, voor
zekere k € I, 4. In het tweede geval is de definitie (5.5.1) toegepast, waarna vervolgens +ej weer
teruggeschreven is als ; Ae;. Voor de laatste identiteit is (5.3.6) gebruikt om dv;, door verwisseling
met €;, voor €; te krijgen.

In lokale codrdinaten krijgen we nu uit (5.5.2) dat

dus

d(dzwi&‘i):dZdwi/\&‘i:Zd(dwi)/\&iZO,

i€l il il

omdat d(df) = 0 voor iedere C2-functie f, zie §5.2. Hiermee is tevens (5.5.3) in lokale cosrdinaten
bewezen.

In principe hangt de definitie (5.5.1) nog van de keuze van lokale cotrdinaten af en hadden we
d,. moeten schrijven voor de operator d in (5.2.1). Nu geven echter (5.5.2) en (5.5.3) voor d = d,,
dat voor willekeurige differentieerbare functies f, f1,..., f, geldt dat

de(fdfiN...ANdfp) =df Adfi AL AdS. (5.5.5)
Als we nu w uitschrijven ten aanzien van een kaart A,

i€l
en hierop dj loslaten, dan geeft (5.5.5), gecombineerd met de lineariteit van d,;, dat
dew = dyw in X, N X,y.
Dit bewijst dat de operator d onafhankelijk is van de keuze van lokale cotrdinaten en daarmee een

eenduidig gedefinieerde differentiaaloperator is, werkend op differentieerbare differentiaalvormen in

X.
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Voor de laatste uitspraak hoeven we alleen het geval te bekijken dat w = f-dfi A ... Adfy,
waarin f, f1,..., fp differentieerbare functies in Y zijn. Gebruik makend van (5.5.5), (5.4.7) en de
kettingregel ®*(df) = d(®* f) voor de afgeleide van functies, zie (5.1.6), krijgen we

O*(dw) = @*(df Adfi AL . Adfp) =5 (df) AR (dfi) A... AP (dSp)
d(@*HINAP L) A...AA(D" fp) =d(@*f - (P f1) A... Ad(D*fp))
d(@*f - @*(df1) A ... A@*(dfp)) = d(P*w).

O

De operator d in Stelling 5.5.1 heet de uitwendige afgeleide van differentiaalvormen van de graad
p. w € QP(X) heet gesloten als dw = 0. Zij heet ezact, als er een v € QP~1(X) is, waarvoor w = dv.
Uit 5.5.3) lezen we af dat iedere exacte p-vorm gesloten is, één van onze volgende doelen zal zijn
om te onderzoeken in hoeverre ook de omkering geldt.

Merk op dat als ® een lokale codrdinatentransformatie is, dan drukt (5.5.4) de invariantie van
d onder codrdinatentransformaties uit. (5.5.4) is echter veel algemener: er is niet geéist dat ® een
(lokaal) diffeomorfisme is; zelfs mag dim X < dimY of dim X > dim Y.

Is v een C'-vectorveld in X dan kunnen we de stroming e!¥ : X* — X van v na tijd ¢ gebruiken
om de p-vorm w in X terug te trekken tot p-vorm in X*. Neem nu aan dat w differentieerbaar is.
Bij iedere a € X is er een open omgeving U van a in X en een £ > 0, waarvoor U C X! zodra
|t| < e. Dientengevolge definieert

Low =L _ (') w (5.5.6)

een p-vorm L,w in X, die de Lie-afgeleide van w naar het vectorveld v genoemd wordt.

Lemma 5.5.2 Zij w een p-vorm in X en v een vectorveld in X, beiden continu differentieerbaar.
Dan geldt (e'’)*w = w in X' voor iedere t € R, dan en slechts dan als L,w = 0.

Bewijs Als (e!V)*w = w voor alle ¢, dan geeft differentiatie naar ¢t in t = 0 dat L,w = 0.
Omgekeerd, als L£,w = 0, dan gebruiken we Stelling 4.4.2 en (4.6.3) om te schrijven

%(etv) %’h:o(e( W= C%’h:o(e

¥ = h
o () (") w)) = () (G s (") w) = ()" Low = 0.

h+t)v)* v Oetv)*w

Hierin is in de vierde identiteit gebruikt dat (e*¥)*, in ieder punt € X uitgeschreven, een continue
lineaire operator is. De conclusie is dat de functie ¢t — (e!V)*w constant is, dus gelijk aan zijn
waarde voor t = 0, ofwel (e!V)*w = w voor alle . (]

Men noemt w invariant onder het diffeomorfisme ®, als ®*w = w. Lemma 5.5.2 zegt dus dat w
invariant is onder de stroming van het vectorveld v, dan en slechts dan als L,w = 0. Men zegt in
het laatste geval ook wel dat w invariant is onder het vectorveld v.

Substitueren we ® = e'¥ in (5.4.7), resp. (5.5.4) en differentiéren we naar ¢ in ¢ = 0, dan zien
we dat

Ly(wAv)=(Lyw)Av+wA (Lyr),
Ly(dw) = d(Lyw).
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Hierin is v € V1(X), w € QP1(X), v €% (X). Voor (5.5.8) nemen we aan dat w € QP2(X) en
gebruiken we de continuiteit van d, beschouwd als lineaire differentiaaloperator van Q7 ¥*1(X) naar
Qpt+Lk ( X)

Is u een C'-vectorveld, dan zouden we analoog de Lie-afgeleide van u naar v kunnen definiéren.
Gebruik makend van (4.6.7) en (4.7.1), krijgen we echter:

Lyu = %tzo(e“’)* u= %(e*“’)* u=—[v, ul = [u, v, (5.5.9)

hetgeen leidt tot een interpretatie van de Lie-haakjes [u, v] als Lie-afgeleide van u naar v.
Is @ een lokaal diffeomorfisme, dan is

*
etvo(b:q)oetq)v

)

zie (4.6.6). Hiermee w terugtrekkend en differentiérend naar ¢ in ¢ = 0, geeft
" (Lyw) = L=y(P*w). (5.5.10)
Meer substantieel is de volgende zogenaamde homotopieformule

Lemma 5.5.3 Alsw een p-vorm in X is en v een vectorveld in X, beiden continu differentieerbaar,
dan s
Low = d(iyw) + iy (dw), (5.5.11)

met dien verstande dat L,w = i,(dw) als p = 0.

Bewijs Met inductie naar p. Voor p = 0 is dit de kettingregel, toegepast op t — f(e'?(z)). We
veronderstellen nu dat de formule geldt voor alle w € Q¥~L1(X). Als 8 = da, a € Q¥ 12(X), dan
is, vanwege (5.5.8) en (5.5.3):

L,0=d(Lya) =dodoiya+doi,oda=doi,s.
Als v = f B met f € C}(X), dan krijgen, gebruik makend van (5.5.7), (5.3.14) en (5.5.2):

Lo(v) = (Lof) B+ f(LB) = (ivdf) B+ fdoiyf
= ip((df) A B) + (df) A (iuB) + [ d(iuB) = tu(d(f B8)) + d(f ivfB) = iv(dy) + d(iv).

Hierbij is in de vierde identiteit nog df = d(da) = 0 gebruikt. Nu is £, een lineaire differen-
tiaaloperator en lokaal is iedere w € Q¥ 1(X) gelijk aan een som van eindig veel ’s als boven,
omdat

dml(l) A dml(Q) VANAAN d:L‘Z(p) = d(xz(l) : d$2(2) VARRAN dl‘l(p))

Daarmee is (5.5.11) geldig voor alle w € Q% 1(X). O

De formule (5.5.11) is gemakkelijk te onthouden: i, : QP — QP~len d : QP71 — QP geeft
doiy : QP — QP terwijl d : QP — QP en 4, : QP — QP geeft dat ook i, od : QP — QP. Blijkbaar
is de differentiaaloperator L, : QP — QP de som van beide.

(5.5.11) kan gebruikt worden om de uitwendige afgeleide van p-vormen met inductie naar p in
termen van de Lie-afgeleide te berekenen. Immers i,w is een (p — 1)-vorm, waarvan de uitwendige
afgeleide bekend verondersteld wordt en dan lezen we dw uit

iy(dw) = Lyw — d(iyw)
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af door voor iedere € X en w € T, X een lokaal C'-vectorveld v in te vullen met v(x) = w.
De naam homotopieformule komt van de volgende toepassing. Zij ¢s, s € [0, 1], een homotopie
van afbeeldingen van een willekeurige variéteit 17" naar X, we nemen aan dat

D (s, t) — ps(t)

een (Z-afbeelding is van [0, 1] x T naar X. Anders dan in §5.2 hoeft ¢ hier niet één-dimensionaal
te zijn; om niet-triviale resultaten te verkrijgen is zelfs nodig dat dim7T > p. Merk op dat

SDSZ(I)OLsa

waarin
ts:t—(s,t): T —[0,1] xT.
Verder is
ls+h = Th © s,
waarin 7y, : (s, t) — (s+h, t) de stroming na tijd h in R x X is van het vectorveld 9/0s. Dit geeft:
%903*&) - dis ((I) o Ls)*w - disLs*((I)*w)
= ffilnmo(Th © 1) (®W) = 15" (Lo05(P*w))
=157 o [doigas +ig/9s © d] 0 P*w
=d o™ 0iggs 0 Pw + 15" 0ig s 0 DT o dw.

Definiéren we nu de homotopie-operator H : Q4(X) — Q4~1(T) door
1
Ha = / Ls" 0igsgs 0 Prards, (5.5.12)
0

dan krijgen we uit het bovenstaande door integratie over s van s = 0 naar s = 1, dat
01w — po'w = d(Hw) + H(dw). (5.5.13)
Dit impliceert het volgende homotopieprincipe:

Stelling 5.5.4 Is w een gesloten differentiaalvorm in X en is zijn de afbeeldingen oo : T — X en
w1 : T — X homotoop, dan is het verschil van p1*w en po*w een exacte differentiaalvorm in T.

De variéteit X heet samentrekbaar, indien er een homotopie ® als boven bestaat, met T' = X,
vo(X) = {a} voor een punt a in X en ¢, = id, de identiteit in X. Merk op dat hierbij, voor iedere
x € X, ps(x) in X van x naar a loopt als s van 1 naar 0 gaat, dus X trekt “in X naar het punt a
als s van 1 naar 0 gaat”. Omdat in dit geval T, ¢ = 0 voor iedere z € X, is pp*w = 0 voor iedere
differentiaalvorm w van graad p > 0. Dit leidt tot:

Stelling 5.5.5 Zij X een samentrekbare variéteit en w een p-vorm in X van de klasse C*. Veron-
derstel dat p >0, k> 1 en dw = 0. Dan is er een (p— 1)-vorm v in X van de klasse C*, waarvoor
w =dv.

ledere a € X heeft een open omgeving U in X heeft die in U samentrekbaar is. Dus, als dw = 0,
dan is de vergelijking dv = w in U oplosbaar. De uitspraak
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Lokaal is iedere gesloten differentiaalvorm exact.

heet het Poincaré-lemma.
Anders dan in §5.2, krijgen we hier niet dat noodzakelijkerwijze v van de klasse CF*! is, dit
komt omdat d, werkend op p-vormen met p > 1, verre van de totale afgeleide is.

Opmerking 5.5.1 Zij X een willekeurige variéteit, waaraan alleen de zwakke technische voor-
waarde wordt opgelegd dat zij de vereniging is van aftelbaar veel compacte deelverzamelingen.
Beschouwen we d = d, als lineaire afbeelding van QP(X) naar QPT1(X), dan geeft (5.5.3) dat het
beeld van d,—1 bevat is in de nulruimte van d,. De quotiéntruimte

HE o (X) = ker(d,)/ beeld(d,—1) (5.5.14)

heet de de Rham-cohomologie van de variéteit X. Het is een ontdekking van Georges de Rham uit
de 1930-er jaren, dat deze op kanonieke wijze isomorf is met cohomologie-ruimten van X, zoals die
in de algebraische topologie worden ingevoerd, op een meer combinatorische manier. Zie [13, Ch.
4]. @

5.6 Integratie

7ij ¢ een C'-diffeomorfisme van een open deelverzameling U van R™ naar een open deelverzameling
V van R™. Zij f een integreerbare reéelwaardige functie in V', hierbij mag naar verkiezing voor
“integreerbaar” Riemann-integreerbaar of Lebesgue-integreerbaar gelezen worden. Dan geldt de
volgende formule voor substitutie van variabelen in een n-dimensionale integraal:

/ f) dy = / F((x)) - | det(D ()] dz (5.6.1)
1% U

waarbij de integrand in het rechterlid integreerbaar is in U. Zie bijvoorbeeld Analyse C, §5.6.

Men noemt de codrdinatentransformatie ¢ oriéntatiebehoudend, als det(D p(z)) > 0 voor alle
x € U; in dat geval kunnen de absolute-waardestrepen in (5.6.1) weggelaten worden. Noteren we
de standaard n-vorm in R"™ met

dpz :=dxy AL A day, (5.6.2)

dan geven (5.4.3) en (5.3.16) dat

flp(x)) det(D p(x)) dnz = " (f dpa).

Bijgevolg kunnen we (5.6.1) schrijven als

/Vw:/Uap*w, (5.6.3)

als we de integraal fV w over V van de n-vorm w := fd,x definiéren als fV f(x)dz. Men zegt:

Integratie van n-vormen is invariant is onder oriéntaticbehoudende codrdinatentransformaties.
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Deze invariantie maakt het mogelijk om een integratie van n-vormen over een n-dimensionale
variéteit X te definiéren, die niet afhangt van de keuze van lokale codrdinaten. Daartoe maken we
eerst nog een paar voorbereidingen. De opmerkingen ertussendoor kunnen bij eerste lezing worden
overgeslagen.

Definitie 5.6.1 Een atlas A voor X heet georiénteerd, als voor iedere k, A € A de coérdinatentransformatie
© = Ao k™! oriéntatiebehoudend is. Een georiénteerde variéteit is een paar (X, A) bestaande uit
een variéteit X en een georiénteerde atlas A voor X. Hierbij worden twee georiénteerde atlas-
sen als equivalent beschouwd, als ze samen weer een georiénteerde atlas vormen. De maximale
georiénteerde atlas B voor X, die met A equivalent is, bestaat dan uit alle kaarten p waarvoor
po k™! oriéntatiebehoudend is voor iedere x € A. Een variéteit X heet oriénteerbaar, als zij van
een georiénteerde atlas kan worden voorzien, men noemt de keuze van een georiénteerde atlas ook
wel een oriéntatie van X. %)

Opmerking 5.6.1 Zij X een n-dimensionale variéteit en w een continue n-vorm in X, met w, # 0
voor iedere x € X. Voor iedere kaart x voor X geldt dan

w = f.k'dpz,
voor een continue functie f, in X,. Omdat
M (dpz) = k"N o k™ H*dpz = det DX o k1) (k(2)) - K*dy,

zien we dat

fo(z) = fa(z) -det DA o k1) (k(2)), € XN X, (5.6.4)

Omdat w, # 0 is fi(z) # 0 voor alle x € X,,. Omdat f, continu is, is
Xt .= {z e X, | tfulx) >0}

een open deelverzameling van X,. We hebben X,, = X;F U X .
Zij nu S een cotrdinatentransformatie in R”, waarvoor S*d,x = —d,«, bijvoorbeeld

S:i(x1,een, Tpot1, Tn) — (1,00, Tpo1, —Tp). (5.6.5)

Definieer de kaart £* in X, door k¥ (z) = k() als * € X en k7 (z) = Sok(z) als x € X . De
kaarten x*, waarbij x een willekeurige atlas voor X doorlopen, vormen dan een atlas A™ voor X
met de eigenschap dat

fﬂ(m) > 07 T e Xy,, n e A+.

Uit (5.6.4) lezen we af dat A een georiénteerde atlas is. Men noemt deze oriéntatie van X de
positieve oriéntatie met betrekking tot de volume-vorm w en omgekeerd de n-vorm w positief ten
opzichte van de oriéntatie Ay. Merk op, dat een willekeurige volume-vorm v positief is ten opzichte
van AT, dan en slechts dan als v = f - w en f(x) > 0 voor alle x € X.

In het bijzonder hebben we bewezen:

Is er in de n-dimensionale variéteit X een continue n-vorm w met w, # 0 voor iedere x € X, dan
1s X oriénteerbaar.
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Opmerking 5.6.2 Om het combinatorisch-topologische karakter van oriénteerbaarheid te illustre-
ren, beschouwen we voor ieder paar kaarten x, A voor X de functie oy .(z) : X, N X\ — {+1, —1},
gedefinieerd door

o w(z) :=sgndet DA o k™ 1) (k()), =€ XN X).

Deze functie is continu = lokaal constant = constant in de samenhangscomponenten van X .
Verder lezen we uit de kettingregel en (5.3.17) af dat

Opw = 0p ) - 0x x in XN X)NX,. (5.6.6)

Een atlas A, is georiénteerd, dan en slechts dan als oy , = 1 voor alle s, A € A,. De volgende
uitspraken a)-c) zijn nu equivalent.

a) X is oriénteerbaar.

b) Voor iedere atlas A voor X is er een collectie van lokaal constante functies o, : X, —
{+1, —1}, k € A, met de eigenschap dat

ox k= 0x/0x In XN Xy, (5.6.7)
voor alle k, A € A.

c) Er is een atlas A voor X met de in b) genoemde eigenschap.

Bewijs a) = b) Als A, een georiénteerde atlas voor X is, dan is er bij iedere p € A, x € X, een
k € A, met © € X,; daarvoor definiéren we

ou(x) := oy, k().

Deze definitie is onafhankelijk van de keuze van s, want als A € A,, x € X, dan geven oy , = 1
en (5.6.6) dat o, x(x) = 0, A(z). Is anderzijds A € A, dan impliceert (5.6.6) meteen (5.6.7).

b) = c¢) is evident.

c) = a) Stel A is een atlas voor X, met functies o, x € A als genoemd in b). Zij S € L(R™, R")
met det S = —1, bijvoorbeeld

(T1y.ey Tp1, Tp) = (T1,. .y Tpo1, —Tp)-

Voor k € A, x € X, definiéren we &(x) = k(z) als ox(z) = 1 en &(z) = S o k(x) als ox(z) = —1.
Met deze constructie is o, z = o, dus

-1
05 % = 0% )" O\k " Ok ik = 0y "0\ KOk =1

in X, N X, = Xz N Xj;. Dit betekent dat de &, met x € A, een georiénteerde atlas voor X vormen.
O

De lezer die schovencohomologie kent, zal opgemerkt hebben dat de o) , een element [o] definieert
van de eerste cohomologiegroep van X met waarden in {£1} en dat X oriénteerbaar is, dan en
slechts dan als [o] = 1.
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Het is duidelijk dat iedere open deelverzameling van R"™ oriénteerbaar is. Ook is de cirkel en
de n-dimensionale torus oriénteerbaar. Dat de n-dimensionale sfeer oriénteerbaar is, kan ingezien
worden door ¢) op de stereografische projecties toe te passen. Door b) toe te passen ziet men dat
het projectieve vlak, de Mobiusband en de Klein’se fles niet oriénteerbaar zijn. @

De tweede voorbereiding betreft een techniek om differentiaalvormen te schrijven als som van
eindig veel differentiaalvormen die alleen maar “leven”, dat is niet gelijk aan nul zijn, in vooraf
gekozen coordinaatomgevingen. Dit zal het mogelijk maken om de definitie van integratie van dif-
ferentiaalvormen en het bewijs van formules hiervoor terug te brengen tot berekeningen in geschikt
gekozen lokale codrdinaten.

Als w een p-vorm is in X, dan wordt de drager supp w van w gedefinieerd als de afsluiting in X
van de verzameling der x € X, waarvoor w, # 0. Anders gezegd, a ¢ supp w betekent dat er een
open omgeving U van a in X is, met de eigenschap dat w, = 0 voor alle x € U.

Lemma 5.6.1 Zij X een variéteit, K een compacte deelverzameling van X en Uj, j € J een open
overdekking van K. Dan zijn er eindig veel f1,..., fv € C®(X) met de volgende eigenschappen.

a) Bij iedere 1 <1 < N is er een j = j(i), waarvoor supp f; een compacte deelverzameling is
van Uj.

b) fi(x) >0 voor iedere x € X, 1 <i < N.

¢) Eris een open omgeving U van K in X, waarvoor

N
Zfl(m) =1 wvooralle z € U.
=1

Als de variéteit X compact is, dan kunnen we in het bovenstaande K = U = X nemen.

Bewijs Bij iedere a € K is er een j = j,, waarvoor a € U;. Het bewijs van Lemma 4.5.1 gaf bij
iedere a € K een x, € C™(X), waarvoor x, > 0, supp X, is een compacte deelverzameling van U;
en Xq(a) > 0. Dan is

Vo i={x € X | xa(z) >0}
een open omgeving van a in K. De V,, a € K vormen een open overdekking van K, er zijn daarom
eindig veel a(1),..., a(N) € K, waarvoor

N
KcV.= U Va(i)'

i=1
Beschouw nu

N
X =3 Xa@) € C(X).
i1

Als x € V, dan is er een i met x € Vo), dus x,()(z) > 0. Omdat de bijdrage van de andere
summanden > 0 is, is de conclusie dat x(x) > 0. Het is nu verleidelijk om te definiéren

. _ Xa(4d) (‘T)
fi(#) = 5@
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als x € Ven fi(x) =0als z € X \ V. Immers, dan is f;|y € C>*(V),

supp f; = supp Xa(i) C Uj,;

en > f; =1 in V. Het probleem met deze definitie is echter dat >  f; = 0in X \ V, dus }_ f; is
discontinu aan de rand van V' in X. Deze rand is niet-leeg, als bijvoorbeeld X samenhangend is en
niet compact. Dit betekent dat er ¢ zijn waarvoor f; zelfs niet continu is.
Om dit p_robleempje op te lossen, merken we op dat de afsluiting supp x4(;) van Vo) compact

is, dus ook V en daarmee ook de rand 0V van V. De voorgaande constructie herhalend met K
vervangen door 0V en de Uj;, j € J door de éne open verzameling X \ K, krijgen we in de rol van
X een 1 € C°(X) met ¢ > 0, ¢» > 0 in een open omgeving W van 9V en supp vy C X \ K. We
definiéren nu

filx) == %, reVUW,

fi(z):=0, xe X\ V.

Beide functies zijn C* in hun open definitiegebieden en komen overeen (zijn allebei nul) in de
doorsnede daarvan, dus hun gemeenschappelijke uitbreiding is een C°-functie in VUWU(X\ V) =
X. We hebben verder dat ) fi(z) =1 als x € U := V \ supp 9; U is een open deelverzameling van
Xen KCU. O

Een collectie functies f; € C*°(X) met de eigenschappen a)-c) in Lemma 5.6.1 heet een C*-
opdeling van één over K en onderworpen aan de open overdekking U;, j € J. Een toepassing hievan
is, dat als w een p-vorm is van de klasse C* in X, k < oo, dan voldoen de w; := f; - w, i € I aan:

w; € OPF(X), (5.6.8)
supp w; C U; voor zekere j = j(i) € J,

N

Z w; = w in een open omgeving van K. (5.6.10)

i=1

In de toepassingen zal men voor U; codrdinaatomgevingen nemen, eigenschap (5.6.9) zegt dat de
w; alleen in de codrdinaatomgeving Uj;) “leeft”.

Opmerking 5.6.3 Zij X oriénteerbaar. Een toepassing van Lemma 5.6.1 is de existentie, voor
iedere compacte deelverzameling K van X, van een C* n-vorm w in X met w, # 0 voor alle z in
een open omgeving U van K in X. Als X compact is en K = U = X, dan is dit een omkering van
Opmerking 5.6.1.

Voor het bewijs, zij A een georiénteerde atlas voor X. Zij f; een C*° opdeling van één, onder-
worpen aan de overdekking X, x € A, dus supp f; C X,(;). De n-vorm

wi = fik(D)*(dzy AL A day,)

is van de klasse C*° en K; := supp w; C X,(;), deze uitbreidend met w;(x) = 0 voor z € X \ Kj,
krijgen we een C* n-vorm w; in X. De n-vorm

i=1
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heeft nu de gewenste eigenschappen. Dat w, # 0 volgt uit het feit dat in lokale co6rdinaten iedere
summand van de vorm g¢; dpx is, met g; > 0, terwijl voor minstens één i geldt dat g;(k(x)) > 0.
Dit maakt dat (k7!)"w = gdzi A...Adz, met g(k(z)) > 0, dus w, # 0. Hier hebben we gebruikt
dat (/{‘1)* k(1)*dpx = hd,x voor een strikt positieve functie h, dankzij de georiénteerdheid van de
atlas waar k en k(i) toe behoren.

@

Opmerking 5.6.4  De variéteit X heet paracompact als iedere samenhangscomponent S ge-
schreven kan worden als de vereniging van een aftelbare collectie van compacte deelverzamelingen.
(Voor algemene topologische ruimten ziet de definitie van paracompactheid er anders uit, maar
voor variéteiten is die definitie met de bovenstaande equivalent.) Alle in de praktijk optredende
variéteiten zijn paracompact.

Is X niet compact, maar wel paracompact, dan bestaan er opdelingen van één over X in de
volgende zin.

Een collectie A;, i € I, van deelverzamelingen van X heet lokaal eindig als er bij iedere a € X een
open omgeving U van a in X is, met de eigenschap dat er maar eindig veel 7 in de indexverzameling
I zijn, waarvoor A; NU # 0.

Is w;, © € I, een collectie van p-vormen in X, waarvoor de collectie van dragers supp w;, ¢ € I,
lokaal eindig is, dan is er voor iedere a € X een open omgeving U van a in X, waarvoor de som

Zwl(x) = Z wi(z), €U

el i€l, supp w;NU#D

eindig is. Dit geeft dat ) ., ; w; niet alleen een goed gedefinieerde p-vorm in X is, maar ook van de
klasse CF is, als w; van de klasse C* is voor iedere i € I.

De stelling is nu, dat als X paracompact is en Uj;, j € J is een open overdekking is van X, dan
is er een collectie f; € C°(X), i € I, met de volgende eigenschappen «)-9).

«) Bijiedere i € I is er een j = j(i) € J, waarvoor supp f; een compacte deelverzameling is van
Uj.

B) filx) >0alsiel,xeX.
v) De supp fi, i € I, vormen een lokaal eindige collectie van deelverzamelingen van X.

) Voor iedere x € X geldt

> i) =1.

el

Een collectie f; € C°°(X) met deze eigenschappen heet een opdeling van één in X, onderworpen
aan de open overdekking U;, j € J. Voor een bewijs van deze stelling, zie bijvoorbeeld §5.5 in [1].

Net als in Opmerking 5.6.3 krijgen we dat als X een paracompacte oriénteerbare variéteit is,
dan is er een C*° volume-vorm w in X, waarvoor w, # 0 voor alle x € X. Dit is een omkering van
Opmerking 5.6.1 voor paracompacte variéteiten. @

Definitie 5.6.2 Zij X een georiénteerde n-dimensionale variéteit, met maximale georiénteerde
atlas A. Als k € A en w een n-vorm in X is met compacte drager, supp w C X, dan heet w
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integreerbaar met betrekking tot k, als (k~1)*w = f-d,z voor een integreerbare functie f in de open
deelverzameling (X, ) van R"™. De integraal

/ w= f(z)dx
X,k R”

noemen we provisorisch de integraal van w met betrekking tot k.

Een willekeurige n-vorm w in X met compacte drager in X heet integreerbaar, indien er een
opdeling van één fq,..., fy over supp w is, met bijbehorende k(i) € A, met de eigenschap dat,
voor iedere 1 < ¢ < N, supp f; een compacte deelverzameling is van X ;) en f; - w integreerbaar is
met betrekking tot x(7). Is dit het geval, dan heet

N
w= fi-w
/X Zzl/X,n(z)

de integraal van w over de georiénteerde variéteit X. %)

Stelling 5.6.2 Definitie 5.6.2 is onafhankelijk van de keuze van de opdeling f; van één en de
kaarten k(i) € A.

Bewijs Als k, A € A en w is een n-vorm met compacte drager bevat in X, N X, dan is
A D= (koA o (k1)w.

Uit (5.6.3) volgt daarom dat w integreerbaar is met betrekking tot A, dan en slechts dan als w
integreerbaar is met betrekking tot x en, is dit het geval, dan is

| o] w
X, A X,k

Stel nu dat w integreerbaar is als in Definitie 5.6.2. Zij g;, 1 < j < M een andere opdeling
van één over supp w, A(j) € A en supp g; is een compacte deelverzameling van X A()- Omdat
fi - w integreerbaar is met betrekking tot k(i) en g; een begrensde continue functie is, geeft Lemma
5.6.3 hieronder dat g; - f; - w integreerbaar is met betrekking tot (7). De drager hiervan is bevat
in supp g; N supp f; en is daarmee een compacte deelverzameling van X ;) N X, ;). Bijgevolg is
gj - fi - w integreerbaar met betrekking tot A(j). Sommatie over i geeft dat g; - w integreerbaar is
met betrekking tot A(j). Sommatie over j geeft vervolgens dat

M N o
;/)(7>‘(j) gj-w:ZZ/XNj) gj'fi'w:ZZ/x

j=1i=1 i=1 j=1 s k(1)

N
gfiw=3[ &
! ZZ; X, k(7)

O

Is D een deelverzameling van X, dan is de karakteristieke functie van D de functie 1p in X,

waarvoor 1p(z) =1 alsxz € K en 1p(x) =0 als z € X \ D. Uit de theorie van Lebesgue-integratie
is bekend :
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Lemma 5.6.3 Zijn f en g (Riemann-, resp. Lebesgue-)integreerbare functies in R™ en is g be-
grensd, dan is g - f (Riemann-, resp. Lebesgue-)integreerbaar in R™. Iedere continue functie met
compacte drager is integreerbaar. Is K een compacte deelverzameling van R™, dan is 1 Lebesgue-
integreerbaar (en begrensd).

In het vervolg kan voor “integreerbaar” naar verkiezing Riemann-integreerbaar of Lebesgue-
integreerbaar gelezen worden.

Stelling 5.6.4 Zij X een n-dimensionale georiénteerde variéteit. Dan geldt:

a) Voor iedere continue n-vorm w in X en compacte deelverzameling K van X is 1x - w inte-
greerbaar over X.

b) De afbeelding w — [ y w s lineair, van de lineaire ruimte der integreerbare n-vormen in X
met compacte drager, naar R.

c) Is —X dezelfde variéteit, maar voorzien van de tegengestelde oriéntatie, dan is

e

voor iedere integreerbare n-vorm w in X met compacte drager.

d) Is ® een oriéntatiebehoudend diffeomorfisme van X naar een georiénteerde variéteit Y en is
w een integreerbare n-vorm in 'Y met compacte drager, dan is ®*w een integreerbare n-vorm

i X met compacte drager en
/ *w :/ w.
X Y

Bewijs Voor a) merken we op dat supp (1x - w) bevat is in K, dus compact is. Verder is
(kD)) (fi - Lic - w)/dy
gelijk aan het product van de continue functie
(k)™ (fi - w)/dp
en de karakteristieke functie van de compacte deelverzameling
k(i) (K N supp f;)

van k(i) (X, ()), zo'n functie is integreerbaar vanwege Lemma 5.6.3.
In d) betekent de voorwaarde dat ® oriéntatie-behoudend is, dat Ao®@ox ! oriéntatie-behoudend
is, voor iedere k in de georiénteerde atlas A voor X en A in de georiénteerde atlas B voor Y. Als

supp w C Y\ N ®(X,),
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dan is

[ o

:/n()\ocbom_l)*o()\_l)*w

:/ (Ii_l)*‘l)*w:/ P*w,
n X

waarin de tweede identiteit een gevolg is van (5.6.3). Een willekeurige integreerbare w met compacte
drager kunnen we, door middel van een geschikte opdeling van één, schrijven als een som van eindig

veel w;’s als boven, dus
N N
S DI 3 %
/Y Y =1 i=17Y
N / N N
S [ o= [ Svw- [ @3 u- [ e
i=17X X =1 X

i=1 X
[l

Is K een compacte deelverzameling van X, en is w integreerbaar met compacte drager, dan
is ook 1k - w integreerbaar met compacte drager. Dit volgt uit de corresponderende uitspraak in
lokale codrdinaten, gecombineerd met Lemma 5.6.3. Zie Stelling 5.6.4 en het bewijs daarvan. Men

noemt
/w::/ 1w
K X

de integraal van w over K, waarbij in de gaten gehouden moet worden dat hierbij de oriéntatie van
X niet in de notatie is uitgedrukt, terwijl die toch essentieel is. Merk op dat d) in Stelling 5.6.4

geeft dat
/@*w:/ w, (5.6.11)
K B(K)

1K SOt = (p*(l.:p(K) 'Cd),

immers ®(z) € ®(K) < z € K, dus ®*(lg(x)) = 1k-
Is w een continue, positieve volume-vorm in X met betrekking tot de oriéntatie van X, en is K
een compacte deelverzameling van X, dan heet

voly, (K) = /K w

het n-dimensionale volume van K met betrekking tot w. Er geldt dat vol,(K) > 0 en vol,(K) > 0
als K een niet-leeg inwendige heeft.

De beperking dat w een compacte drager heeft, dat wil zeggen, dat slechts over compacte
deelverzamelingen van X geintegreerd wordt, kan met behulp van limietprocedures weggewerkt
worden. Net zoals bij de definitie van oneigenlijke integralen in R", welke ruimte tenslotte ook niet
compact is. We schrijven de details hiervan niet verder uit.

omdat
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In de praktijk worden integralen niet uitgerekend met behulp van C*°-opdelingen van één,
maar door een overdekking van supp w met eindig veel cotrdinaatomgevingen X, ;) te nemen en
te schrijven

/Xw:é/%(n(z’)l)*w, waarin (5.6.12)

i—1

j=1

Probleem: D;Nsupp w is weliswaar een gesloten deelverzameling van X (;), maar in het algemeen
niet compact. Bijvoorbeeld, als X compact is en supp w = X, dan is D; Nsuppw = X, )
homeomorf met een open deelverzameling van R, dus niet compact. Bijgevolg hoeft ook

Ly, - (K(1) ™) 'w

geen compacte drager te hebben en moet de integraal hiervan als oneigenlijke integraal opgevat
worden.

(5.6.13) is in deze zin geldig. Bewijsidee: neem een C*°-opdeling f; van één met supp f; C X, ),
waarbij f; de karakteristieke functie van D; benadert.

Voorbeeld 5.6.1 Zij S de (n — 1)-dimensionale sfeer met straal 1 in R"™, n > 2. De inverse van
de stereografische projectie kT is de afbeelding

vy = ey Iyl - 1) R — 8.

Dit is een rationaal diffeomorfisme van R™~! naar het complement in S van het punt e,. Omdat
de (n — 1)-dimensionale integraal van een functie met drager in één enkel punt gelijk aan nul is, is
de conclusie dat de (n — 1)-vorm w in S integreerbaar is, dan en slechts dan als p*w integreerbaar

is in R™~!; in dit geval is bovendien
/ w= / orw.
S Rn—1

Hierbij is S van de georiénteerde atlas voorzien waar x™ toe behoort. @

Opmerking 5.6.5 Als X een n-dimensionale deelvariéteit van RP is en f een reéelwaardige
functie in X, dan heeft men ook de Euclidische n-dimensionale integraal fX f(x)dx van f over X,
zie bijvoorbeeld Analyse C, Hoofdstuk 6.

Is X georiénteerd, dan is er precies één n-vorm w in X met de volgende eigenschappen:
a) w is positief met betrekking tot de gegeven oriéntatie van X, als in Opmerking 5.6.1.

b) Voor iedere x € X en iedere orthonormale basis eq,..., e, van de n-dimensionale lineaire
deelruimte T, X van RP, is

lwz(er,..., eq)| =1
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Men noemt deze standaard n-vorm w in X ook wel de FEuclidische n-vorm in de georiénteerde
n-dimensionale deelvariéteit X van RP.

Het verband tussen Euclidische integratie en integratie van differentiaalvormen over georiénteerde
deelvariéteiten van RP? is nu, dat f(z) Euclidisch integreerbaar is over X, dan en slechts dan als de
n-vorm f - w integreerbaar is over X; in dit geval is bovendien

/Xf(x)d:c:/xf-w.

Is (X, ) een pseudo-Riemann-variéteit als in §6.1 en is X georiénteerd, dan heeft men een
analoge standaard volume-vorm w in X. Deze is vastgelegd door de eisen dat w positief is met
betrekking tot de oriéntatie en voldoet aan

lwe (V1,0 o) =1

als v; € Ty X, Bz(vi, vj) =0 als i # j en |By(v;, v;)| = 1.

5.7 De Stelling van Stokes

Zij X een n-dimensionale georiénteerde variéteit, o een gladde (n — 1)-vorm in X, K een compacte
deelverzameling van X waarvan de rand 0K een (n — 1)-dimensionale gladde deelvariéteit van X
is. Als ¢ de identiteit is, beschouwd als afbeelding van 0K naar X, dan is i*a een volume-vorm
in de (n — 1)-dimensionale variéteit K. We zullen zien dat 0K een oriéntatie “erft” van X; de
(n — 1)-dimensionale integraal van i*a over K wordt de integraal |, g @ van a over 0K genoemd.
De stelling van Stokes zegt nu dat deze integraal gelijk is aan de integraal over K van de continue
n-vorm da.

Als voorbereiding onderzoeken we eerst wat het betekent dat van een deelverzameling D van X
de rand 0D bevat is in een (n — 1)-dimensionale C*-deelvariéteit S van X. Hierin nemen we aan
dat £ > 1.

Voor iedere a € S is er een CF-kaart x in een open omgeving X, van a in X, waarvoor:

a) A:=r(X,) =11 x Iy x...xI,, met I; een open interval in R, 0 € I.
b) k(S) = Ap:= {0} x B, waarin B =1y X ... X I,.
Zie Definitie 2.6.1.
Schrijf
Ai:{xEA‘:l:CL'1>0}.
We gebruiken nu dat x een homeomorfisme is van X, naar A. Dan is
Vi:=r(D™NX,)NAL
een open deelverzameling van Ay. De afsluiting van Vi in A is bevat in

k(DNX,) CrD™NX,)UKODNX,) C ViUV U A,.
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Hieruit lezen we af dat Vi ook gesloten is in A4+. Omdat A+ samenhangend is, concluderen we
dat Vo =0 of Vo = Ax. In het geval dat V. = () en V_ = () concluderen we dat DN X, C S. Is
anderzijds Vi, = A, en V. = A_, danis X, C D. Is tenslotte V, = A, en V_ = (), dan kunnen we,
door een spiegeling in de eerste variabele uit te voeren, ervoor zorgen dat V_ = A_en V, = (. Is
n > 2, dan kunnen we bovendien daarbij de oriéntatie behouden, door ook in de laatste variabele
een spiegeling uit te voeren. We hebben bewezen:

Lemma 5.7.1 Zij D een deelverzameling van een n-dimensionale variéteit X en veronderstel dat
de rand 0D van D in X bevat is in een (n — 1)-dimensionale C*-deelvariéteit S van X, met k > 1.
Dan zign de volgende uitspraken equivalent.

a) Bijiedere a € 0D is er een C*-kaart in een open omgeving X, van a in X, met de eigenschap
dat
A=k(Xg) =11 x Is X ... X I,

met I; open intervallen in R, 0 € I7 en

kK(D™NX,) ={z€A|z <0},
k(DNX,)={ze€A|x <0},
kK(ODNX,)={xr € A|x; =0}

b) D is gelijk aan de afsluiting van D™ en D™ is gelijk aan het inwendige van D.

We zeggen dat D een deelverzameling met C*-rand 0D van X is, als aan de voorwaarde a), resp.
b) van Lemma 5.7.1 is voldaan. Dit impliceert dat D een (n — 1)-dimensionale C*-deelvariéteit is
van X. Merk ook op dat D = D\ D™ een gesloten deelverzameling van X is. De voorwaarde b)
van Lemma 5.7.1 sluit het geval uit dat bijvoorbeeld D zelf een (n — 1)-dimensionale deelvariéteit
van X is, in welk geval 0D = D. Of dat D het complement is van een (n — 1)-dimensionale
deelvariéteit van X is, in welk geval 0D = X \ D.

Is a € 9D en k een kaart als in Lemma 5.7.1, a), dan is

To(0D) = ker dk1(a).

Dit impliceert dat, als v € T, X, v ¢ To(0D), dan is dki(a) - v > 0 of dki(a) - v < 0. In het eerste
geval is er bij iedere differenticerbare kromme v met v(0) = a en 7/'(0) = v een € > 0, waarvoor
y(t) € D™ als —e <t < 0en(t) ¢ D als 0 <t < ¢; in het tweede geval is het net andersom. Dit
zien we uit Lemma 5.7.1, a) door het teken van k1((t)) te onderzoeken, daarbij gebruikend dat

LR (Y1), = dra(a) - v.

In het eerste geval zeggen we dat v bij D naar buiten prikt en in het tweede geval dat v bij D naar
binnen prikt.

De oriéntatie van 0D is nu die, waarvoor de (n—1)-vorm i*(w-v) in 9D positief is, als de n-vorm
w in X positief is ten opzichte van de oriéntatie van X en v naar buiten prikt. Hierbij gebruiken we
de terminologie van Opmerking 5.6.1. De definities daarin kunnen ook per punt a € 9D gegeven
worden, voor (n — 1)-vormen in T, (0D) en n-vormen in T, X.
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Merk op dat als ook @ een positieve n-vorm in X is en v bij D naar buiten prikt, dan is
i*(@-v)=c-i"(w-v) (5.7.1)

voor een ¢ > 0, dus de oriéntatie van dD hangt niet af van de keuze van w en v, alleen van “aan

welke kant van 0D de verzameling D™ ligt”. Voor het bewijs gebruiken we dat & = a - w voor een

a>0env=>b-v+wmet w € Ty(0D). Omdat i*(w - w) = 0, krijgen we (5.7.1) met ¢ =a - b.
Met deze definities geldt nu de volgende stelling van Stokes:

Stelling 5.7.2 Zij X een n-dimensionale georiénteerde C?-variéteit, K een compacte deelverzame-
ling met C%-rand OK in X, a een continu differentieerbare (n — 1)-vorm in X. Dan geldt

/E)Ka:/Kda. (5.7.2)

Is X compact, dan is fX da = 0.

Bewijs Zij A de georiénteerde (-atlas van X. Als a € 0K, dan is er een Kk = K, € A als in
Lemma 5.7.1, a). (Als n = 1, dan moeten we oriéntatie-omkerende kaarten toelaten, we laten de
uitwerking hiervan aan de lezer over.) Als a € K™ dan is er een k = 1, € A met X, C K'1%; dit
kan opgevat worden als een kaart als in Lemma 5.7.1, a), maar nu met /7 C | — oo, 0].

De X,,, a € K, vormen een open overdekking U van K, zij f; een C'-opdeling van één over K,
onderworpen aan U, zie Lemma 5.6.1. De «; := f; - a zijn dan continu differentieerbare (n — 1)-
vormen in X met compacte drager,

supp «; C X,ia(i) en

N

Z a; = a in een open omgeving van K.
i=1

De lineariteit gebruikend van de uitwendige differentiatie en van integratie over K, resp. 0K,
volgt (5.7.2) uit (5.7.2) met « vervangen door «;. We mogen daarom in het vervolg aannemen dat
supp o C Xy, met x een C?-kaart als in Lemma 5.7.1, a).

Omdat k een (2-diffeomorfisme is en a een (C!-differentiaalvorm, is 8 := (k7 1)*a een C!-
differentiaalvorm in R”, die we kunnen schrijven in de gedaante

B:= 3" (-1 i(x)day AL Adag A A day, (5.7.3)
j=1

met C'-functies B;. Hierin betekent het dakje dat de desbetreffende factor wordt weggelaten. De
eerste basisvector e prikt naar buiten, dus

dpx-eq =deag A ... Adx,
is positief met betrekking tot de oriéntatie van de rand x; = 0. Dit geeft dat

/ Z*ﬁZ/ ﬁldwg/\.../\d:ﬂn:/ ﬁl(O, Xyeoy Tp)day. .. dy,.
x1=0 z1=0 Rn—1

125



Anderzijds hebben we

n

ap=>" g‘%(m)d x. (5.7.4)

J=1

We gebruiken nu bij de berekening van de integraal van 3 over R", dat de j; C!-functies zijn
met compacte drager in R". Voor j # 1 krijgen we dat de integraal van 03;/0x; over z; € R gelijk
is aan het verschil van de waarden van 3; voor z; — oo en voor x; — —o0, dus gelijk aan 0. Voor
7 =1 krijgen we

0
/ g—fi(x) dry = 31(0, x2,. .., Ty).

Dit bewijst (5.7.2).
De laatste uitspraak volgt uit 0K = ) als K = X.
O

Opmerking 5.7.1 Wij hebben hier gekozen voor integratie over compacte deelverzamelingen K
met C! rand K in een differentieerbare variéteit X. In de literatuur ziet men ook de definitie
van variéteit met rand. Dit is een object als K, maar zonder dat het als deelverzameling worden
gedefinieerd van een variéteit X, welke laatste dan als “variéteit zonder rand” wordt opgevat. De
stelling van Stokes wordt dan gepresenteerd als een stelling voor variéteiten met rand. In de praktijk
is er niet veel verschil met de hier gegeven stelling. @

Is B als in (5.7.3) en is v het vectorveld in R™ met codrdinaatsfuncties gelijk aan f;(z), dan is
0 =dpx-v.

Deze opmerking in lokale codrdinaten laat zien dat algemener, als w een C* n-vorm in X is met
w, # 0 voor alle z € X, dan is er bij iedere (n — 1)-vorm « in X een eenduidig bepaald vectorveld

v in X, waarvoor
a=w-v. (5.7.5)

v is van de klasse C* als o € CF.
Omdat dw een (n + 1)-vorm is, is dw = 0 en lezen we uit (5.5.11) af dat

da =doi,w=Lyw

Anderzijds is
Low=f w

voor een eenduidig bepaalde reéelwaardige functie f, deze is C*~'. Men noemt f = L,w/w de
divergentie div ,v van het vectorveld v met betrekking tot de volume-vorm w.

Als X een open deelverzameling is in R"™ en w = d,x, de standaard n-vorm in R", dan spreekt
men over de divergentie zonder meer en laat men w uit de notatie weg. Uit (5.7.4) lezen we af:

n

dive(z) =Y 5 (@), (5.7.6)

j=1

als de v;(z) de codrdinaatsfuncties van v zijn. Lemma (5.5.2) geeft:
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Lemma 5.7.3 De volume-vorm w is invariant onder de v-stroming dan en slechts dan als div ,v =

0.

Met deze relatie tussen vectorvelden en (n — 1)-vormen wordt de stelling van Stokes vertaald in
volgende stelling van Gauss:

Stelling 5.7.4 Zij X een georiénteerde n-dimensionale C*-variéteit, w een continu differentieer-
bare n-vorm in X met w, # 0 voor iedere x € X. Zij verder v een continu differentieerbaar
vectorveld in X en K een compacte deelverzameling met C? rand 0K in X. Dan geldt:

/ w-U:/ divwv-w:%L_O/ w. (5.7.7)
oK K

etU(K)

Bewijs Voor de tweede identiteit merken we op dat

/vaz/ %L:O(etv)*w

K K

= %Ls_o/ (etv)*w: %Ls_o/ W,
K

et'U(K)
zie (5.6.11). O
Men beschouwt (5.7.7) ook wel als een wet van massabehoud, door w als een massadichtheid

op te vatten, div,v(z) als de relatieve productie van massa in het punt = en i*(w - v) als de
massastroomdichtheid door de rand naar buiten.

Dikwijls gebruikt men een variant van de stelling van Stokes, waarbij v een (2-afbeelding is
van K naar een variéteit Y van willekeurige dimensie p > n. De beperking van v tot 0K wordt
met 0v aangeduid. Voor een continue n-vorm g in Y schrijven we

/M:=/v*u
o7 K

voor de integraal van p over y. Analoog hebben we

oy 0K
voor een continue (n — 1)-vorm « in Y.

De regel (5.5.4) gebruikend leidt (5.7.2) nu tot de volgende stelling van Stokes voor integratie
over afbeeldingen:

Stelling 5.7.5 Zij K een compacte deelverzameling met C%-rand 0K in een n-dimensionale ge-
oriénteerde C2-variéteit. Zij verder v een C?-afbeelding van K naar een variéteit Y van willekeurige

dimensie; noteer Oy = v|gx . Dan geldt
/ a:/da, (5.7.8)
oy Y

voor iedere continu differentieerbare (n — 1)-vorm « in Y.
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Is X een (2-deelvariéteit van Y, dan schrijft men (5.7.8) weer in de gedaante (5.7.2), waarbij
men voor 7 de identiteit neemt, beschouwd als afbeelding van X naar Y. Ook voor algemene
afbeeldingen  denkt men bij de integraal over ~, resp. 0y meer aan het beeld v(K), resp. v(0K)
in Y, dan aan de afbeelding 7. Dit hangt samen met de opmerking dat (5.6.11) ertoe leidt dat

[t L
yod Y

De stelling van Stokes voor integratie over afbeeldingen zijn we in Stelling 5.2.1 al tegengekomen
met de X in (5.7.8) vervangen door R?, Y door X, v door I' en K door de rechthoek R =
[0, o] x [0, 7]. Nu heeft R geen C! rand, maar het is gemakkelijk na te gaan dat de vier hoekpunten
geen problemen vormen. Dit illustreert dat het nuttig kan zijn om generalisaties van de stelling
van Stokes te beschouwen, waarbij randen worden toegelaten die niet al te wilde verzamelingen van
singuliere punten hebben.

voor ieder diffeomorfisme ®.

5.8 In R? en in R?

Als X een open deelverzameling is van R?, dus n = 2, dan is een (n—1)-vorm een differentiaalvorm
g als in §5.1. In termen hiervan wordt (5.7.2) de klassieke formule van Green:

/a (91 dz1 + g0 d.TQ) = / (g—g? — g—g;)dm‘l dxs. (581)
K K

Men noemt de functie

.— 992 _ 9q1
rotg := Dy Do

de rotatie van de differentiaalvorm ¢ in het vlak. Men gebruikt dezelfde naam ook voor een vector-
veld ¢ in het vlak met codrdinaatsfuncties g1 en go. In dit geval dient het linkerlid geinterpreteerd
te worden als

b
[ a6, v @) a

als v een gesloten kromme is die 0K in de positieve richting doorloopt. Men ziet dit vaak genoteerd
als

/6 ORCE /K rot g(z) dz, (5.8.2)

waarbij de integratie links 1-dimensionaal en rechts 2-dimensionaal is. De punt - in de linker-
integraal herinnert aan het inproduct. De naam rotatie herinnert aan het rondlopen op de rand
0K, die uit eindig veel gesloten krommen bestaat.

In de gedaante van (5.7.7) geeft

dox - v =y -dxg — vy - day

de formule van Gauss in R?:

/8K(U1 ~dxg —vg - dxy) = / divo(z) dx. (5.8.3)

K
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Beschouwen we X als een open verzameling van het complexe vlak C ~ R2 en is f(2), z = z+iy,
een complexwaardige functie in X, dan definieert men de compleze 1-vorm f(z)dz in X door

f(z)dz = f(z) (dz +idy) = f(z)dz +if(z)dy. (5.8.4)

Deze onderscheidt zich van de algemene complexwaardige 1-vorm f1(z)dx + f2(2)dy door de ei-
genschap dat (5.8.4) in ieder punt z € X een complex-lineaire vorm in de raakruimte is.
Is f(z) continu differentieerbaar, dan geeft (5.8.1):

- (2)dz = /K (za—ax - a%) f(z)dzxdy. (5.8.5)

Is f(z) complex-differentieerbaar, dat wil zeggen

of _ .of

oy =15

dan concluderen we hieruit de integraalstelling van Cauchy voor complez-analytische functies:

f(z)dz=0. (5.8.6)
0K
Blijkbaar geldt voor complex-analytische functies f(z) dat d(f(z)dz) = 0. De integraal van f(z)dz
over krommen is dus ook homotopie-invariant is, zoals in §5.2.

In R? luidt (5.7.7):

ox3

/ (5% + 822 4 %) day Adag Adas

K

= / (’Ul dxo Adxg + vodxs Adxy + v3dxg A d.%'z), (5.8.7)
oK

dit heet ook wel de divergentiestelling.
Is K een compacte deelverzameling van een twee-dimensionale gladde deelvariéteit X van R3 en
heeft K een één-dimensionale gladde rand 0K in X, dan is (5.7.2) de klassieke stelling van Stokes:

/ (91 dz1 + godzo + g3 dxs) = / (r1dag Adas + rodas Adzy + rgday A dag), (5.8.8)
oK K

waarin de vector
1 1= 0293 — 0392
To = 8391 — 8193 (589)
r3 1= 0192 — D201

de rotatie rot g van g voorstelt.

Men ziet (5.8.8) vaak geschreven in termen van Euclidische integratie over K. Daartoe hebben
we nog een paar extra begrippen nodig.

Zij X een n-dimensionale georiénteerde variéteit, w een n-vorm in X die positief is met be-
trekking tot de oriéntatie van X. Een basis eq,..., e, in T, X heet positief georiénteerd, als
we(er,..., ey) > 0.

Voor X als in (5.8.8) voert men nu, voor iedere z € X, de vector n(z) € R? in, met de eigen-
schap dat als ej, ey een positief georiénteerde orthonormale basis is van T, X, dan is n(x), ej, ez
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een positief georiénteerde orthonormale basis in R3. Merk op dat n(z) loodrecht staat op (de
raakruimte in x aan) het opppervlak X en lengte gelijk aan 1 heeft. Er zijn twee vectoren met deze
eigenschappen, de keuze hiertussen is gemaakt op grond van de oriéntatie van X. Men noemt n(z)
de positief georiénteerde normaal op X.

Anderzijds voeren we voor iedere t € K in de vector e(t) € Ty OK in ter lengte 1, die positief
georiénteerd is met betrekking tot de oriéntatie van 0K. Dit is de snelheidsvector van het op 0K
rondlopen in de positieve richting en met constante snelheid gelijk aan 1. Nu luidt (5.8.8) in termen
van Euclidische integratie:

/ (g(t), e(t)) dt = / (rot g(z), n(z)) dx. (5.8.10)
oK K
Hier staat links 1-dimensionale Euclidische integratie en rechts 2-dimensionale Euclidische integra-
tie. Immers, als u, v € T, K, dan is de integrand in het rechterlid van (5.8.8), toegepast op (u, v),
gelijk aan

71 (u2 v3 — vauz) + 72 (U3 v1 — v3ur) + 3 (U1 v2 — V1 U2),

het inproduct van rot g(x) met het uitwendige product u X v van u en v. Kiezen we voor u, v een
orthonormale basis van T, K met de goede oriéntatie, dan is u x v = n(x), terwijl het Euclidische
oppervlak van het parallellogram opgespannen door u en v gelijk is aan 1. Dit bewijst (5.8.10).

In de praktijk is (5.8.8) handiger dan (5.8.10), omdat voor een diffeomorfisme ¢ van een open
deel V van R? naar X de 2-vorm ¢*(dg) = d(p*g) gemakkelijk uitgerekend en geintegreerd kan
worden. Het uitrekenen van n(z), het inproduct hiervan met rot g(z) en tenslotte de Euclidische
integraal over K is meestal bewerkelijker.

5.9 Opgaven

5.9.1 Zij v = vi(x, y)d/0x + va(z,y) /Dy, resp. g = g1(z, y)dx + go(z, y) dy een vectorveld,
resp. differentiaalvorm in een open deelverzameling van R"™, met codrdinaten (x, y). Bereken v en
g in poolcodrdinaten. En het inproduct v - g. Bepaal het vectorveld v(z, y) dat in poolcodrdinaten
gelijk is aan 9/90r, resp. 0/0¢p. En de differentiaalvorm g(z, y) die in poolcoérdinaten gelijk is aan
dr, resp. de.

5.9.2 De multiplicatorenmethode van Lagrange kan in de volgende vorm geformuleerd worden.
Zij Z de gemeenschappelijke nulpuntsverzameling in de variéteit X van de functies f; € C1(X, R),
1 <j<k. Zijx € Z en neem aan dat de vectoren df;(x) lineair onafhankelijk zijn in (T, X)*. Is
i:Z — X de identiteit en is ¢ een 1-vorm in X, dan is (i*p), = 0, dan en slechts dan als ¢, een
lineaire combinatie is van de df;(z), 1 < j < k. Bewijs dit.

Lagrange past dit toe in de statica, waar ¢ een krachtveld is en de voorwaarde (i*p), = 0
betekent dat z een evenwichtspunt is, als de bewegingen van het mechanische systeem beperkt zijn
tot Z.

Bewijs ook dat voor een C''-functie f geldt dat f|z een stationair punt heeft in 2, dan en slechts
dan als df(x) een lineaire combinatie is van de df;(z), 1 < j < k.

5.9.3 Zij E een eindig-dimensionale lineaire ruimte, o € E*, a # 0. Zij w € AP E*. Bewijs dat
de volgende uitspraken a), b) equivalent zijn.
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a) w(vy,..., vp) =0 voor alle vy, ..., v, € kera.
b) Eris een v € AP~ E*, waarvoor w = e A v

Hint: beschouw « als eerste element van een basis van E*.

Zij nu o een CF-differentiaalvorm van de graad 1 in een variéteit X, met a(z) # 0 voor iedere
z € X en w een CF-differentiaalvorm van de graad p in X. Bewijs dat de volgende uitspraken
equivalent zijn.

a) w-vy-... vy, =0 voor alle CF-vectorvelden v; die in ker a liggen.

b) Bij iedere a € X is er een open omgeving U van a in X en een CF-differentiaalvorm v in U
van de graad p — 1, waarvoor w = a Av in U.

Bewijs ook dat als a) geldt en ker « is integreerbaar, dan geldt a) met w vervangen door dw.

5.9.4 Zij E een eindig-dimensionale lineaire ruimte, w; € E*, v; € F, 1 <1i,j < p. Bewijs dat
(Wi Ao Awp)(v1, ..., vp) = det (wi(vj))f’j:l.

Bewijs dat w1, ..., w), lineair afhankelijk zijn, dan en slechts dan als wi A ... Aw, = 0.

5.9.5 Zij H een CF-deelvectorbundel van T X van codimensie c. Bewijs dat er voor iedere a € X
een open omgeving U van a in X is en CF-differentiaalvormen o, 1 < i < ¢ van de graad 1 in U
met de eigenschap dat

C
H, = ﬂ ker o (z), = € U.
i=1
Bewijs, voor iedere «; als boven, dat H integreerbaar is, dan en slechts dan als er 1-vormen (3;;
zijn, waarvoor

C
dai:Zﬁij/\aj7 1<1<e
j=1
Tenslotte, als w = a1 A ... A g, dan is H integreerbaar, dan en slechts dan als er een 1-vorm J is,
waarvoor dw = 8 A w.

5.9.6 Zij H! het hypervlak in R™ dat bepaald wordt door de vergelijking x; = c. Parametriseer
H. met de x;, j # i. Bewijs dat als g een p-vorm in R" is als in (5.4.10), dan wordt g in H,. gegeven
door z; = ¢ in te vullen in de functies g, ... i(p) i = ¢ en alle termen waarin i(j) = i voor zekere
7 te schrappen.

Zij nu S(R) de sfeer in R? om de oorsprong met straal R. Bewijs dat g in Sk berekend kan
worden door bij de berekening van g in poolcotrdinaten in de functies » = R in te vullen en alle
termen waarin dr voorkomt weg te laten. Bereken

r1dxy Ades + zodrs Adry + x3dry A das
in Sg en bereken de integraal hiervan over Sg.
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5.9.7 Bewijs: zijn w en v invariant onder het diffeomorfisme ®, resp. het vectorveld v, dan zijn
00k w A v en dw invariant onder ®, resp. v.

5.9.8 Bewijs dat
ﬁu(ivw) - Z‘v(ﬁu(“)) = Z‘[v, u]W

als w € O»1(X) en u, v € V(X). En dat
Eu(ﬁvw) — LU(Euw) = ‘C[% u]w

als w, u en v van de klasse C? zijn.

5.9.9 Zij w een p-vorm in X en vy, ..., vpy1 vectorvelden in X, allemaal continu differentieerbaar.
Bewijs dat
p+1
- .
dw-vi .. vpp :Z(—I)J dy; (W-v1 - e Upy)
j=1
+ Z (—1)Z+jW'[’Uj,1),‘]-7)1-...-ﬁi-...-ﬁj-...-’l)p+1.
1<i<j<p+1

Hint: gebruik inductie naar p en de homotopieformule.

5.9.10 Zij 0 < n < p. Bewijs dat er geen n-vorm w in RP bestaat met de eigenschap dat
w(e,..., ey) # 0 voor ieder orthonormaal stelsel vectoren ey, ..., e, in RP. Hint: houd ey, ..., e,
vast en beschouw de lineaire vorm w - ey - ... - e,_1 in het orthogonale complement.

5.9.11 Zij S de sfeer met straal 1 om de oorsprong in R™. Zij v het vectorveld in R" met v(z) = z
voor alle z € R".
Bewijs dat
w:=idg"(dpx - v)

een reéel-analytische volume-vorm in S is, met de eigenschappen dat w, # 0 voor alle x € S en
dat w invariant is onder alle draaiingen in R"™. (Een draaiing in R™ is een orthogonale lineaire
transformatie A in R™ met det A = 1.)

Bewijs verder, dat als v een (n — 1)-vorm in S is, die invariant is onder alle draaiingen, dan is
er een constante ¢ € R, waarvoor v = ¢ - w. Hierbij mag U gebruiken dat er voor iedere x, y € S
een draaiing A is met A(x) = y.

5.9.12 In de situatie van de stelling van Gauss, zij X! het definitiegebied van de v-stroming e!?
na tijd ¢. Bewijs dat, voor alle t € R met K C X*:

/ W v = %/ w.
et V(OK) et V(K)
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5.9.13 Bepaal de differentieerbare functies f(r), r > 0, waarvoor dive = 0 in X := R"™\ {0}, als
v het vectorveld in X voorstelt met als codrdinaatsfuncties v;(z) = f(||z||) ;. Zij K een compacte
deelverzameling met C?-rand 0K in R", 0 ¢ K. Bereken

/ dyz - v,
0K

eerst als 0 ¢ K en dan als 0 € K. Hint in het tweede geval: vervang K door K \ B, waarin B
een open bol om 0 is, waarvoor B C K™ Verklaar de uitspraak dat dive een puntbron in de
oorsprong voorstelt.
5.9.14 Zij C de cirkel met straal 1 om de oorsprong in R? en zij

H={(r,2) eR*|r>0}

het rechter halfvlak. Bewijs dat
S:(c,rz2)—(r-c z)

een reéel-analytisch diffeomorfisme is van C' x H naar

{(z, y, 2) e R? | (z, y) # (0, 0)},

het complement van de z-as in R3.
Zij K een compacte deelverzameling van H, R = ®(C x K). Zij f een continue functie in R,
die invariant is onder alle draaiingen om de z-as. Bewijs de regel van Guldin:

/ flz,y, 2)de Ady Adz = / 27r f(r, 0, 2)dz Adr.
R K
Stel nu dat K een C2-rand heeft. Bewijs dat

vol (R) = / 7r? dz.
oK

5.9.15 Zij K een compacte deelverzameling met C?-rand in een n-dimensionale georiénteerde
variéteit X. Zij S een interval in R en zij

(s, x) = vs(z) =T(s,2) : SXx K =Y

een C'-familie van C'-afbeeldingen van K naar een p-dimensionale variéteit Y. Zij tenslotte o een
continu differentieerbare n-vorm in Y.
Bewijs dat

4 %a:/Ki:((F*da)-%)—i—/aKi:((F*a)-%).

Bewijs dat s — f% a constant is, wanneer K = X en da = 0. En dat daa =0 als p = n.

5.9.16 Zij X een compacte, georiénteerde twee-dimensionale variéteit en v een C?-immersie van X
naar R3. Bewijs dat er voor iedere x € X precies één vector n(z) € R3? is ter lengte 1, die loodrecht
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staat op Ty 7(Tz X) en waarvoor T, (v), T ¥(w) en n(x) een positief georiénteerde basis in R?
vormen als v en w een positief georiénteerde basis is T, X vormen. Bewijs dat n een C'-afbeelding
definieert van X naar de eenheidssfeer S in R3. Als w de Euclidische oppervlaktevorm van S
voorstelt, dan heet de oppervlaktevorm x := n*w in X de Gausskromming en n de Gaussafbeelding
van de immersie v : X — R3.

Neem nu aan dat s — 7, een C'-familie is van C%-immersies van X in R? en zij x, de Gaus-
skromming van v,. Bewijs, gebruikmakend van Opgave 5.9.15, dat fX ks niet van s afhangt.

Opmerking: men kan bewijzen dat [ x Kk = m - 4m, waarin m een geheel getal is, gelijk aan
de zogenaamde afbeeldingsgraad van de Gaussafbeelding. Dit is de beroemde stelling van Gauss-
Bonnet. Een bewijs kan gegeven worden door de immersie te laten convergeren naar een stuksgewijs
lineaire afbeelding.
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Hoofdstuk 6

Toepassingen

In dit hoofdstuk geven we een aantal toepassingen in de meetkunde, analyse en de natuurkunde.
Aan ieder onderwerp, hier vrij schetsmatig behandeld, kan gemakkelijk een apart college besteed
worden.

6.1 Riemann-variéteiten

Het ligt voor de hand om de afstand tussen twee punten p en ¢ in een variéteit X te definiéren als
het minimum van alle lengten /() van krommen v in X, die van p naar ¢ lopen.
Als v € C([a, b], X), v(a) = p, 7(b) = q, dan ligt het voor de hand om I(7) te definiéren als

b
1) = [ 1@

Hierin is 7/(¢) een element van de lineaire ruimte T, ) X; voor deze definitie is het blijkbaar nodig
om iedere raakruimte aan X van een norm te voorzien.
Het is gebruikelijk om hiervoor de norm te nemen, gedefinieerd door een inprodukt

(u, v) = (u, V) : T X x T X = R

in T, X, dat wil zeggen
[v]lz =V {(v, V)p, € X, vETX.

We hebben in de notatie het punt x als index toegevoegd, om aan te geven dat de raakruimten,
en daarmee ook de inprodukten en normen, van het punt z afhangen. Alleen als X een triviale
raakbundel heeft, bijvoorbeeld als X een open deelverzameling is van R"™, worden alle raakruimten
met é&n en dezelfde lineaire ruimte R™ geidentificeerd en heeft het zin om te zeggen dat het
inprodukt en de norm van raakvectoren niet van x afhangen.

Het idee, om in algemene variéteiten iedere raakruimte van een inprodukt te voorzien, werd zo'n
anderhalve eeuw geleden door Riemann in zijn “Habilitationsvortrag” naar voren gebracht. Hij kon
hiermee het begrip van kromming generaliseren dat Gauss voor oppervlakken in een codrdinaat-
onafhankelijke vorm had weten te brengen.

Definitie 6.1.1 Zij X een n-dimensionale variéteit. Een Riemann-structuur in X is een afbeel-
ding 3, die aan iedere x € X een inprodukt 3(x) = (3, in T, X toevoegt. Vervangen we hierin
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het woord “inprodukt” door “niet-gedegenereerde symmetrische bilineaire vorm”, dan heet § een
pseudo-Riemann-structuur in X. Een (pseudo-)Riemann-variéteit is een paar (X, (), waarin X
een variéteit is en ( een (pseudo-)Riemann-structuur in X. @

Is 8 een bilineaire vorm in een eindig-dimensionale lineaire ruimte F en is ey, ..., e, een basis
in F, dan zien we uit

Blu, v) = ﬂ(z u; €;, Zvj ej) = Z u;vj B(ei, €5)
i=1 j=1

ij=1
dat § bepaald is door de matrixcoéfliciénten

Bij = ﬁ(ei, ej).

De bilineaire vorm £ is symmetrisch, respectievelijk antisymmetrisch, als de matrix 3;; symmetrisch,
respectievelijk antisymmetrisch is.

In lokale coérdinaten s voor X, met inverse p = = : V, — X, wordt 3 gegeven door de
bilineaire vorm

/Bﬁ(x) = 6&,@‘ = (D Mx)*ﬁu(x)

in R"™, die van het punt x € V,; athangt. Hierin gebruiken we de definitie (5.3.8) voor het terug-
trekken van willekeurige (niet noodzakelijk antisymmetrische) p-lineaire vormen door middel van
lineaire afbeeldingen.

We zeggen dat (8 van de klasse CF is, als de matrixcoéfficiénten van G, (z) CF-functies van
zijn. Is A een andere kaart, dan is

Br(y) = (D) Bu(v(y)), ¥ :=roA™, (6.1.1)

dit volgt door toepassing van de kettingregel en (5.3.10), welke laatste regel voor willekeurige p-
lineaire vormen w geldt. Uit deze transformatieformule zien we ook dat () een CF-functie is in
A X, N X)), zodra B, een CF-functie is in (X, N X)) en ¢ € CFFL,

Is f een reéelwaardige C?-functie in een open deelverzameling U van een eindig-dimensionale
lineaire ruimte F, dan is, voor iedere a € U, D? f(a) een symmetrische bilineaire vorm in E, zie
Lemma 1.8.1. Omgekeerd is iedere symmetrische bilineaire vorm 3 in E van de vorm 8 = D? f(a),
zelfs voor een tweedegraadsveelterm f. Immers, als we nemen

q(x) = qp(x) == %ﬂ(w, x), (6.1.2)

dan zien we, de symmetrie van 3 gebruikend, dat D ¢(z) = 3 - = voor alle x € E, dus D?q(a) = f,
voor iedere a € E. De tweedegraadsveelterm ¢ = ¢g in (6.1.2) heet de kwadratische vorm behorend
bij de symmetrische bilineaire vorm (3. We kunnen § ook uit ¢ terugvinden met de formule

Blu, v) = q(u+v) = q(u) — q(v).

De differentieerbaarheidseigenschappen van 8 kunnen nu ook uitgedrukt worden in termen van
de reéelwaardige functie ¢ = gg in T X, gedefinieerd door

q(z, v) = qp,z(v) == %ﬁx(v, v), r€ X, veT, X. (6.1.3)

136



Uitschrijven in lokale codrdinaten laat nu zien dat 3 van de klasse CF is, dan en slechts dan als
qs € CH(T X).

In deze beschouwingen speelt de voorwaarde dat (3, niet-gedegenereerd is, of een inprodukt,
nog geen rol. Is ® een differentieerbare afbeelding van X naar een variéteit Y en is § een familie
van symmetrische bilineaire vormen in de raakruimten van Y, dan definieert

@*ﬁ(m) = (Tx @)*ﬁq)(gg), reX (6.1.4)

een familie van symmetrische bilineaire vormen in de raakruimten van X, de door ® teruggetrokken
familie genoemd.

Lemma 6.1.1 Is A een injectieve lineaire afbeelding van E naar F' en is 8 een inprodukt in F, dan
is A*( een inprodukt in E. Is A bijectief en 3 niet-gedegenereerd, dan is A*[ niet-gedegenereerd.

Bewijs Alsv e E, v#0, dan is A(v) # 0, dus
A*B(v, v) = B(A(v), A(v)) > 0.

0

Opmerking 6.1.1 Als E een lineaire deelruimte is van F, dan hoeft de tweede uitspraak in
Lemma 6.1.1 niet waar te zijn voor A gelijk aan de identiteit van E naar F'. Voorbeeld: nemen we
in R?

Blu, v) := uy vy — ug Ve,

danis flgxg =0als E=R-(1,1) enals E=R- (1, —1). @

Uit Lemma 6.1.1 volgt nu dat ®* een Riemann-structuur in X is, als 8 een Riemann-structuur
isin Y en ® een immersie is, dat wil zeggen als T, ® injectief is voor iedere x € X. Dit geldt in het
bijzonder als X een deelvariéteit is van Y en ® = id, de identiteit van X naar Y. Zo krijgen we op
een deelvariéteit X van RP de Riemann-structuur door het standaard inproduct in R? te beperken
tot de raakruimten aan X, beschouwd als lineaire deelruimten van RP.

Opmerking 6.1.2 Stel X is paracompact, zie Opmerking 5.6.4. Dan zegt de inbeddingsstelling
van Grauert [8], dat iedere samenhangscomponent S diffeomorf is met een gesloten, reéel-analytische
deelvariéteit van een R?, zie Opmerking 3.3.1. De standaard Riemann-structuur in R? terugtrek-
kend met dit diffeomorfisme krijgen we een reéel-analytische Riemann-structuur in S. Daarmee
heeft X een reéel-analytische Riemann-structuur, één voor iedere samenhangscomponent.

Men kan ook met behulp van een C*°-opdeling van één, onderworpen aan een overdekking met
coordinaatomgevingen, bewijzen dat iedere paracompacte X een C*° Riemann-structuur bezit.
Hoewel het resultaat iets zwakker is, heeft dit bewijs het voordeel dat het geen beroep doet op de
diepe inbeddingsstelling van Grauert. %)

Terugkerend tot algemene afbeeldingen ® : X — Y, merken we nog op dat ®*3 een pseudo-
Riemann-structuur in X is, als § een pseudo-Riemann-structuur is in Y en ® een lokaal diffeomor-
fisme is. Tenslotte is ®*3 van de klasse C* als ® € C*! en 8 € CF. Dit volgt bijvoorbeeld door
op te merken dat

q¢*ﬁ:qﬁOT‘I>:TX—>R. (6.1.5)
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Definitie 6.1.2 Zij 3 een continue Riemann-structuur in de variéteit X. Voor iedere z € X,
v € T, X noteren we de B-norm van v als

[v]lz =/ Bz (v, v).

Voor een C'-kromme 7 : [a, b] — X definiéren we de lengte van ~y als

b
1) = [ WOl

Deze lengte hangt niet af van de parametrisering van de kromme:

Lemma 6.1.2 Is v € C!([a, b], X) en is ¢ een Cl-diffeomorfisme van |a, 8] naar [a, b], dan is
I(y) =l(vop).

Bewijs
6 ! 6 / /
yop)= [ 1(vo@) (Mlopmydr= | ¢ ()7 (@(T)llyop(r) dT

B b
=/nvwvmﬂwmwdthz/uwwm@wzww

Hierin hebben we in de voorlaatste identiteit gebruik gemaakt van de formule voor de substitutie
van variabelen ¢ = (1), in de integraal van de continue reéelwaardige functie ¢ — ||7'(t)[ly). O

Definitie 6.1.3 Een stelsel v; € C*([as, b;], X), 1 <4 < N, met v;(b;) = vis1(ai11) voor alle
1 <i< N —1, heet een stuksgewijs C*-kromme v van p := v1(a1) naar q := yn(by). Als k > 1,
dan wordt de lengte [(y) hiervan gedefinieerd als

N

() = Y 1)

=1

Voor iedere p, ¢ € X definieert men de afstand d(p, q) = dg(p, q) van p naar q¢ met betrekking tot
3 als het infimum van de I(y), waarbij v alle stuksgewijs C'-krommen van p naar ¢ doorloopt. ©

Voor R", voorzien van de standaard Riemann-structuur, hebben we dat d(p, ¢) = ||¢ — p||. Dit
berust op

b
uwm—wwng/uwmwm

hetgeen op zijn beurt volgt uit de driechoeksongelijkheid voor de norm, toegepast op de benaderende
Riemannsommen voor de integraal in het rechterlid. Voor een algemene Riemann-variéteit hebben
we de volgende stelling.

Stelling 6.1.3 Is X een samenhangende variéteit en B een continue Riemann-structuur in X, dan
is dg een metriek in X, waarvan de topologie gelijk is aan de variéteitstopolologie van X.
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Bewijs Is v een stuksgewijs C'-kromme van p naar g en § een stuksgewijs C!-kromme van ¢ naar
r, dan is de samenstelling € van v en § een stuksgewijze C!-kromme van p naar r en

dg(p, 1) < lg(e) = lg(7y) + 15(9).

Het infimum over alle v en 6 nemend, krijgen we dg(p, ) < dg(p, q) + dg(q, 7).

Zij V een coordinaatomgeving van p, die we met een open deelverzameling van R" identificeren.
De continuiteit van (G gebruikend, krijgen we de existentie van een § > 0 en 0 < ¢ < C, met de
eigenschap dat als ||z — p|| < d, danis x € V en

¢ ol < vllg,e <C - vl
voor alle v € R"™. Dit impliceert dat
c-r<dg(p,q) <C-r

als g € Venr:=|p—q| <. Voor de eerste ongelijkheid bedenken we daarbij dat een kromme van

p naar g in X in ieder geval een beginstuk heeft in de r-bol, eindigend in een punt op afstand r van

p. Isq e X, ¢ ¢ V, dan geldt het voorgaande met r = ¢, dus is dg(p, ¢) > ¢- 6. Hieruit volgt zowel
dat dg(p, ¢) > 0 als ¢ € X, q # p, alsook dat de dg-topologie gelijk is aan de variéteitstopologie.
O

Zij (X, B), resp. (X 5 ) pseudo-Riemann-variéteiten. Een natuurlijke vraag is, onder welke
voorwaarden voor § en 3 er een diffeomorfisme ® van X naar X is met § = &*G. Als S en 3
Riemann-structuren zijn, dan impliceert dit dat ® afstandsbewarend is in de zin dat

ds(®(z), ®(y)) = dp(z, y)

voor alle z, y € X. Een afbeelding ® met deze eigenschap heet een isometrie van (X, ) naar
(X, 3). Men kan bewijzen dat omgekeerd iedere isometrie ® een diffeomorfisme is waarvoor
®*(3 = 3. Dit is de achtergrond van de gewoonte om, ook voor pseudo-Riemann-variéteiten, een
diffeomorfisme ® : X — X dat voldoet aan ®*3 = 3, een isometrie van (X, B) naar (X’ , B) te
noemen.

We onderzoeken de isometrie-eigenschap hier slechts lokaal, dat wil zeggen in een omgeving
van een gegeven punt € X, & € X, met & = ®(x). Deze lokalisering staat het toe om aan te
nemen dat X en X open deelverzamelingen van R™ zijn. Een nog bescheidener voorlopig doel is
dan, om te onderzoeken onder welke voorwaarden voor de Taylor-ontwikkelingen in x, resp. &, van
de matrixcoéfficiénten van 3, resp. 3, er een diffeomorfisme ® is met ®(x) = T en waarvoor de
Taylor-ontwikkeling van ®*3 in z tot en met de orde r overeenstemt met die van £3.

Voor r = 0 komt dit neer op de vraag of er een inverteerbare A € L(R", R") is, waarvoor
A x 33 = 3,. In termen van n x n-matrices betekent dit, dat

A*OBEOA:ﬁ:B-

Nu is voor symmetrische matrices .S bekend dat ze reéle eigenwaarden hebben, met een orthonor-
male basis van eigenvectoren. Dit betekent, dat er een orthogonale matrix A is, waarvoor

D:=A"1080A
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een diagonaalmatrix is. Dat A orthogonaal is, betekent dat A~! = A*, dit komt dus goed uit.
Verder kunnen we, door eventueel nog een permutatie-matrix toe te passen, ervoor zorgen dat in de
diagonaal van D wordt begonnen met de eventueel aanwezige negatieve eigenwaarden. Vervolgens
is het gemakkelijk om na te gaan, dat er een diagonaal-matrix B is, waarvoor B*oDoB = DB? een
diagonaal-matrix is met alleen maar +1 in de diagonaal. Het aantal —1’en hierin, dat wil zeggen
het aantal negatieve eigenwaarden van S, heet de inder van de symmetrische bilineaire vorm

(u, v) = (S(u), v).

We hebben bewezen:

Stelling 6.1.4 Er een diffeomorfisme ® van een open omgeving van x in X naar een open omgeving
van & in X, waarvoor ®(z) = & en (0*3), = By, dan en slechts dan als Bz dezelfde index heeft als

Ba-

Merk op dat de index van (3, als functie van x lokaal constant is, dus constant in iedere sa-
menhangscomponent. Om die reden spreekt men, als X samenhangend is, van de index van de
pseudo-Riemann-structuur 4 in X, in plaats van de index van (3, in ieder punt x € X. Riemann-
structuren zijn de pseudo-Riemann-structuren met index gelijk aan nul. We nemen van nu af aan

dat 3 en 3 dezelfde index hebben.
Voor een pseudo-Riemann-structuur 4 in R"™ met matrix §;;(x) voert men in:

BY(x) := de i, j-de cobrdinaat van 3, ! (6.1.6)

en de Christoffel-symbolen
Zﬁ” 0k.B1(x) — 816k () + 8; B ()] (6.1.7)
voor 4, j, k = 1,...,n. Als we (8 vervangen door [, dan krijgen we soortgelijke definities van

B4 en f’;k De bovenstaande vraag voor r = 1 wordt nu beantwoord in het volgende lemma van
Christoffel [5].

Lemma 6.1.5 Stel 5 en (3 zijn pseudo-Riemann-structuren in een open omgeving van de oorsprong
in R™, van de klasse C'. Veronderstel dat ® een C?-diffeomorfisme is van een open omgeving van
x in R™ naar een open omgeving van T in R™, met de eigenschap dat ®(x) = T en (®*0), = Bs.
Dan is

8m(q)*ﬁ~)kl(l') = 8mﬁkl(x) (6.1.8)
voor alle m, k, 1 = 1,..., n dan en slechts dan als de coérdinaatsfuncties ®*(z) van ®(x) voldoen
aan

9;0, " (x Zalcbz Z T%.(2) - 8;0! () - 0, D™ (x) (6.1.9)
I,m=1
voor alle i, 3, k=1,..., n.
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Bewijs We gebruiken de volgende afkortingen:

Byt = Bu(x), Byj = Bi(%),
Chim = OmBu(x), Cijp = 0pfi; (),
L} = 0;@'(z),
Qiy, = 0,0, (x).
Omdat .
(@ P = Y Bijod 0pP" - 0%,
ij=1

is (6.1.8) equivalent aan

n n
> Cup Dy L L+ Y By (@i I + L Q)] = Cham.
i,5,p=1 i,j=1
Het gaat er om, hier de Q’s uit op te lossen.
Met de notatie

n
Skim == Y Bij - Qi+ L]
ii=1

is de tweede som in het linkerlid gelijk aan
Tytm = Skim + Stkm-
De symmetrie Qink = chm geeft de symmetrie Sgi, = Sk en daarmee krijgen we

Tiim — Tkt + Tikm = Skim + Sikm — Smki — Skmi + Simk + Smik = 2Skim.-

Het linkerlid hierin is gelijk aan

n
Chim = Comt + Crm — >, Cljp [Lh, L, L] — L L, L + L} L L]
i,5,p=1
n

= Crim — Cimkl + Cimk — Z [Cijp — Cpij + Cipi] - LE, Lt L.
i,5,p=1

l

Vermenigvuldigen we dit met (L™1)}

en sommeren we over [, dan krijgen we

n
=1

- Z(L_l)fl [Cklm — Ukl + Clmk] - Z [C’iqp - épiq + équ‘] ng Lz.
=1

,p=1

Dit vermenigvuldigend met B9 (%) = (B~1) en sommerend over ¢ krijgen we (6.1.9). Hierbij
gebruiken we (®*3), = 3., hetgeen betekent dat L* o Bo L = B, ofwel L' o B! = B~lo L*. [
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Een eerste opmerkelijke conclusie hieruit is, dat ®*3 = 3 impliceert dat D(D ®)(z) voorge-
schreven is als functie van D ®(z) en ®(z). Anders gezegd, voor de n + n? codrdinaatsfuncties van
(®(z), D®(x)) krijgen we een totaal stelsel van partiéle differentiaalvergelijkingen. Men kan hieruit
bewijzen dat, als X samenhangend is, de hele afbeelding ® eenduidig bepaald is door de waarden
van ®(a) en T, ® in één enkel punt a € X. Ook leest men uit de differentiaalvergelijkingen af dat
d e Cktlals g e Ck, k> 1.

Omgekeerd merken we op dat de symmetrie

Le(x) =T(x) (6.1.10)

impliceert dat het rechterlid in (6.1.9) symmetrisch is in j en k. Dit maakt dat we bij iedere matrix
L met L* o Bo L = B de Taylorontwikkeling van ® in z tot en met de orde 2 z6 kunnen kiezen,
dat ®(z) = Z, D®(x) = L en dat (6.1.8) geldt. Nemen we voor § een pseudo-Riemann-structuur
in R™ met constante coéfficiénten, dan geeft dit:

Gevolg 6.1.6 Zij § een continu differentieerbare pseudo-Riemann-structuur in de n-dimensionale
variéteit X. Zij x € X en L een bijectieve lineaire afbeelding L van T, X naar R™. Dan is er een
kaart k voor X met x € X, Dr(x) = L en, met de notatie p = ', & = k(z):

Om (1 B)ra(x) =0

voor alle k, [, m = 1,..., n. In het bijzonder zijn de Christoffel-symbolen van p*( in het punt
gelijk aan nul. Tenslotte, is A een kaart met dezelfde eigenschappen, dan is

DA o k™) (&) =0.

Dit resultaat kan gebruikt worden om een meetkundige structuur in te voeren, waarmee niet
alleen het lemma van Christoffel doorzichtiger wordt, maar ook begrippen als covariante afgeleide
en kromming hun intrede doen.

Definitie 6.1.4 Een connectie in de raakbundel T X is een deelvectorbundel H van T(T X), met
de eigenschap dat voor iedere z € X, v € T, X, de lineaire ruimte H(, ,) complementair is, in
T(z,0)(T X), aan ker T(, ,y 7, de raakruimte in (x, v) aan de vezel T, X C T X. Hierin is T, X
beschouwd als deelvariéteit van T X. @

Lemma 6.1.7 Zij B een continu differentieerbare pseudo-Riemann-structuur in de n-dimensionale
variéteit X. Dan is er een eenduidig bepaalde connectie H in T X, met de eigenschap dat voor
tedere v € X, v € T, X en k als in Gevolg 6.1.6:

T(m,v) (T "i)(H(:v,v)) =R" x {0}7

waarbij we de raakruimten aan T(R™) ~ R™ x R"™ met R"™ x R™ identificeren. In willekeurige
geinduceerde lokale codrdinaten in T X is

Hg = {(6z, 0v) € R" x R" [ &0’ + Y Th(x)v’ 62 = 0}. (6.1.11)
4.k=1
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Bewijs We gaan uit van een willekeurig lokaal cotrdinatenstelsel. Is ® een coordinatentransfor-
matie, dan is

TO: (CL‘, U) = (¢(x)? D‘I)(IE) ’ U),
hiervan is de totale afgeleide A in het punt (z, v) gelijk aan
(6, 6v) — (D ®(z) - 6z, D* ®(z)(v, 6z) + D ®(x) - dv).

Is § = ®*Fen ah@-j(fl") = 0 voor alle h, 7, j, dan is f’fm(fl") = 0 voor alle i, [, m en we concluderen
uit (6.1.9) dat
D2 ®(z)(v, 6z) = D ®(z) o [x(v, 6z).

Dit impliceert dat A de vector (6, 6v) in H := R" x {0} afbeeldt, dan en slechts dan als
I'z(v, éx) 4+ dv = 0.

Dit bewijst (6.1.11). De onafhankelijkheid van de keuze van  volgt hier ook uit: is namelijk ook
OmBri(z) = 0 voor alle k, I, m, dan is T, = 0 en is A~ (H) = H. O

De connectie H in (6.1.11) heet de Lewvi-Civita-connectie van de pseudo-Riemann-variéteit

(X, B).

De meetkundige formulering van Lemma 6.1.5 is nu dat Tw(fb*ﬁ) = T, 0 equivalent is met:
To(T®)(H,) = Hraw), v€TX CTX.

Hierin is H de Levi-Civita connectie van 3.
In wat nu volgt identificeren we de raakruimte

ker T(z,0) T = Tz, ) (Ta X)
aan de vezel T, X C T X met de lineaire ruimte T, X. De directe som splitsing
T(w,0)(TX) = Hz ) ®Te X, vE Ty X, (6.1.12)
geeft dat we lineaire afbeeldingen

hor (x,0) * T(x,v)(T X) - H(x,v),
vert (z,v) - T(J:,v) (T X) — T, X
hebben, waarvoor
w = hor (; ) (w) + vert (0) (w)
voor iedere w € T (g, ) (T X). Uit (6.1.11) lezen we af dat in lokale codrdinaten:
hor (m,)(éx, o) = (0x, =Tz (v, dx)),
vert (. 4)(6z, 6v) = dv + T'y(v, 6x).
Stel nu dat ¢ +— 6(t) een kromme is in T X. Daarbij hebben we de kromme 7 := ¢ o0 in X, met

de eigenschap dat
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voor iedere t in het definitie-interval van § en 7. Men noemt in deze situatie & een wvectorveld
. . . . d
langs ~. Een speciaal geval ontstaat als v differentieerbaar is en §(t) = +'(t) = G (t), t € I, het
snelheidsveld van .
Als ¢ differentieerbaar is dan is, voor iedere t € I, §'(t) € Ts()(T X). De projectie T m-0'(t) €
T, ) X, corresponderend met het horizontale deel van 8’ (t), is gelijk aan +/(t). De verticale projectie

V(t) := vert 54 (6 (1)) € Ty X

heet de covariante afgeleide van & ten tijde t. Opgemerkt kan worden dat V¢ opnieuw een vector-
veld langs « is. In lokale codrdinaten hebben we de formule

Vo(t) = &' (t) + Ty (0(1), 7/ (1), t el (6.1.13)

Men noemt het vectorveld ¢ langs v parallel, indien V§(t) = 0 voor alle ¢ € I. Uit (6.1.13) lezen
we af dat dit, bij gegeven basiskromme ~, neerkomt op het oplossen van een eerste-orde stelsel van
gewone differentiaalvergelijkingen. Dit geeft dat er bij iedere s € I, v € T. 4y X precies één parallel
vectorveld ¢ langs v is, waarvoor §(s) = v. Men noemt de afbeelding

v(s)

P,f;’s : 5(8) — (5(t) : T'y(s) X — Tfy(t) X, Vé=0,
het paralleltransport langs v. Het is niet moeilijk om na te gaan dat dit voor iedere s en t een
lineaire afbeelding is van T ;) X naar T.) X. Het kost wat meer rekenwerk om na te gaan dat
bovendien

v(s)

(Pfl;,s)*ﬂw(t) = ﬂ'y(s)- (6114)

Een tweemaal differentieerbare kromme ~ in X heet nu een geodeet, als V4’ = 0. In woorden,
als het snelheidsveld van v parallel is. In lokale codrdinaten lezen we uit (6.1.13) af dat dit betekent
dat

V() + Dy (Y1), ¥ (1) =0 (6.1.15)

voor alle t € I. Dit is een tweede orde stelsel van gewone differentiaal-vergelijkingen voor 7. Dit
correspondeert met een eerste-orde stelsel voor (v(t), 7/(¢)) in de raakbundel. Het corresponderende
vectorveld in de raakbundel, in lokale codrdinaten het rechterlid in

dz _

@ =Y

d

d_z; = _FJB (’U, U)v
beschouwd als functie van (z, v) € T X, is van de klasse Ck=1 als de pseudo-Riemann-structuur
van de klasse CF is. Als k > 2, dan heeft dit vectorveld een stroming in T X, die de geodetische
stroming in T X genoemd wordt.

Invullen van (6.1.7) geeft na enig omschrijven de volgende vergelijking voor geodeten in termen

van [3:

AN Baly() B0 = 1 3 aB(r(0) B (1) B (o). (6.1.16)
=1

Jk=1

voor alle 1 <[ <n.
Men kan bewijzen dat in een Riemann-variéteit (X, ) de geodeten lokaal de kortste krommen
tussen twee gegeven punten zijn. Zie bijvoorbeeld Helgason [9, Lemma 9.3 in Ch. 1].
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Voor een differentieerbaar vectorveld v definieert men de covariante afgeleide van v in het punt
x € X, in de richting van u € T, X, als

(Vyv)(z) == vert (g y(2)) (Tz v -u) € Ty X.
Is ook u een vectorveld, dan definieert
(Vuo)(@) == (Vy@)v), z€X

een vectorveld in X, dat de covariante afgeleide Vv van het vectorveld v naar het vectorveld u
genoemd wordt. Deze covariante afgeleide wordt veel gebruikt in differentiaalmeetkundige bereke-
ningen, wij gaan er hier echter niet verder op in.

We besluiten deze paragraaf met een bespreking van de anti-symmetrische bilineaire afbeelding
S(a,v) Van Hg ) X H(y .y naar T, ) (T X)/H, ) uit Opmerking 4.8.1. Hiervoor is nodig dat de
connectie H continu differentieerbaar is, dus we nemen aan dat 8 € C2.

De beperking van T, ) 7 : T(z, ) (TX)— T, X tot H ;. . is een bijectieve lineaire afbeelding
van H(, ,) naar Ty X, noem h(, .y : T X — H(; ,) de inverse hiervan. Anderzijds induceert
vert (o) @ T(z,0) — Tz X een bijectieve lineaire afbeelding van T, .\ (T X)/H(,, ) naar Ty X.
Deze identificaties kunnen gebruikt worden om Sy, ,) te herschrijven als een bilineaire afbeelding
Rz ) van Tz X x Ty X naar T, X. In formule:

R(:v,v) (a, b) 1= vert (z,v) S(:v,v)(h(:v,v) (a), h(x,v)(b))

In lokale codrdinaten uitgeschreven wordt dit:

RIELU) (a, b) = Z waj(x) " @', met
hij—1
anj(x) = oTk (@) = 9Tk (x)

+ZF — T} () Th(x). (6.1.17)

Merk op dat de kwadratische termen in I' verdwijnen, als we lokale coordinaten gebruiken, waarin
de eerste-orde afgeleiden van 3 in het punt = gelijk aan nul zijn.

In het bijzonder lezen we hieruit af, dat R, ,(a, b) ook lineair van v € T, X afhangt. Hiermee
is

R(.’E) : (CL, b) = (U = R(:v,v) (CL, b))

een antisymmetrische bilineaire afbeelding van T, X x T, X naar L(T, X, Ty X). R(z) heet Rie-
mann’s krommingstensor of kortweg de kromming in het punt x van de pseudo-Riemann-structuur
0.

Uit de manier waarop de kromming is gedefinieerd in termen van [ is het duidelijk dat, als
= ®*( en R is de kromming van 3, dan is R = ®*R. Uitgeschreven betekent dit dat

Rz, 0)(a; b) = Ria(a), 1, o(v)) (T2 P(a), Tz (b))
voor iedere x € X, a, b, v € T, X.
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Verder is het duidelijk dat R = 0 als 3 een constante pseudo-Riemann-structuur in R™ is, dus
06 kan niet isometrisch zijn met een constante pseudo-Riemann-structuur als R # 0. Men noemt
de pseudo-Riemann-structuur g wlek als R = 0. Men kan bewijzen dat omgekeerd een vlakke
pseudo-Riemann-structuur lokaal isometrisch is met een constante pseudo-Riemann-structuur, zie
bijvoorbeeld [14, Vol. 2, Ch. 4, Thm. 13]. Dit is een illustratie van het fundamentele belang van
Riemann’s krommingstensor.

Opmerking 6.1.3 Er is een algemene definitie van tensorvelden van de graad p + ¢, die co-
variant zijn van de graad p en contravariant van de graad ¢, kortweg een (p, q)-tensorveld. Zie
bijvoorbeeld [1], [14], [11] of [9]. Volgens deze definitie is een vectorveld een (0, 1)-tensorveld.
Een differentiaalvorm van de graad p is een (p, 0)-tensorveld. Een pseudo-Riemann-structuur is
een (2, 0)-tensorveld en de kromming daarvan is een (3, 1)-tensorveld. Daarentegen vormen de
Christoffel-symbolen geen tensorveld.

In lokale codrdinaten wordt een tensorveld in een n-dimensionale variéteit genoteerd als een
x-athankelijke grootheid le((ll)’ 7](1(3) (x) met p onder-indices i(k) en ¢ boven-indices j(I) die van 1
tot en met n lopen. Eigenlijk zou de kaart x ook nog in de notatie meegenomen moeten worden.
De afhankelijkheid daarvan wordt gegeven door

n q
k(1),..., k(q) _ J(1);- VJ(Q) i(a) k(b
Shy h(p)Y) = > T HL I
1(1),en(p), 3 (1) (@) =1 f b=1

waarin

T=T, S=T,,
p=lok !, Yp=kroAt=p1
y =), z=1Y),

: K] % o —
L = (), MF=28@) = (@)%

De naam “tensor” komt uit de continuiimsmechanica, waar de spanning in een punt x een
lineare functie is van de eerste, of zelfs tweede orde benadering van de deformatie van het medium
in dat punt, de coéficiénten daarvan worden tensoren van vrij hoge graad.

Tenslotte merken we op dat men algemene connecties in kan voeren in willekeurige bundels,
zoals gedefinieerd in Opmerking 3.4.1. Ook deze algemene connecties hebben paralleltransport en
kromming. Zie bijvoorbeeld [11]. %)

6.2 Hamilton-stelsels

Een differentiaalvorm van de graad één in een variéteit X was een afbeelding g van X naar de
coraakbundel T* X van X, waarvoor 7 o g = id, de identiteit in X. Zie §5.1.

Stelling 6.2.1 Zij T* X de coraakbundel van een n-dimensionale variéteit X. Er is een eenduidig
bepaalde differentiaalvorm T van de graad één in T X, met de eigenschap dat

9g=g'T (6.2.1)



voor iedere differentieerbare 1-vorm g in X. Hierin is g in het rechterlid opgevat als differentieerbare
afbeelding van X naar T* X. In geinduceerde lokale codrdinaten

('Tla"'a Ty 51,"'7§n)
wordt T gegeven door

7= &da;. (6.2.2)
j=1

Bewijs Als (z, {) € T* X, dan is £ een lineaire afbeelding van T, X naar R, dus is

T(,e) =E0 T ™ (6.2.3)

een lineaire afbeelding van T, ¢)(T* X) naar R. Dit definieert een 1-vorm 7 in T* X, in geinduceerde
lokale codrdinaten gegeven door (6.2.2). Is g een differentieerbare 1-vorm in X, dan is

(9°T)e = T, g(2)) © Tz 9 = 9(2) 0 T(z, g(a)) T© T2 g = g(x) 0 Tu(m 0 g) = g().

Hierin is in de derde identiteit de kettingregel gebruikt en in de laatste identiteit dat wo g = id, de
identiteit in X. O

Vanwege (6.2.1) noemen we 7 de tautologische 1-vorm in T* X . Zijn uitwendige afgeleide o := dr
heet de kanonieke 2-vorm in T* X. Deze wordt in geinduceerde lokale cooérdinaten gegeven door

oi=dr =) d¢ Aday, (6.2.4)
j=1

zie (6.2.2). Dit laat zien dat 7 verre van gesloten is. o is zelfs “maximaal ongelijk aan nul”:

Lemma 6.2.2 De kanonieke 2-vorm o in P := T* X 1is niet-gedegenereerd, in de zin dat voor
iedere p € P, uw € T, P geldt dat v = 0 indien op(u, v) = 0 voor alle v € T, P. De afbeelding
op 1 U — 0y - u is bijectief van Tp P naar (T, P)*.

Bewijs Voor de eerste bewering gebruiken we de formule (6.2.4) in geinduceerde lokale codrdinaten.
Is v € R™ x R" de basisvector met als j-de z-codrdinaat een 1 en verder alle codrdinaten gelijk aan
0, dan is o(u, v) gelijk aan de j-de &-codrdinaat van u. Is daarentegen de j-de ¢-codrdinaat van v
gelijk aan —1 en zijn alle andere codrdinaten van v gelijk aan 0, dan is o(u, v) gelijk aan de j-de
z-coordinaat van u.

De eerste bewering betekent dat de lineaire afbeelding o), : T, P — (T, P)* injectief is. Dit
impliceert dat o, bijectief is, want dim T),P = dim(T), P)*. O

Merk ook op dat do = 0, dit volgt zowel uit o = dr, als uit de formule (6.2.4) in geinduceerde
lokale coordinaten. In het algemeen heet een gladde 2-vorm o in een willekeurige variéteit P een
symplectische vorm als

a) o is gesloten, dat wil zeggen do = 0 en

b) Voor iedere p € P is 0, een niet-gedegenereerde antisymmetrische bilineaire vorm in T, P.
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Een symplectische variéteit is een paar (P, o), waarin P een variéteit is en o een symplectische
vorm is in P. Het lemma van Darboux zegt dat als o een symplectische vorm in P is, dan is de
dimensie van P even, zeg gelijk aan 2n, en zijn er lokale codrdinaten, waarin o gegeven wordt door
(6.2.4). Een kaart waarin (6.2.4) geldt heet een Darboux-kaart. Zie bijvoorbeeld [1, Thm. 8.1.2].
Als dim P = 2, dan is een 2-vorm o in P vanzelf gesloten. o is dan een symplectische vorm,
dan en slechts dan als o, # 0 voor alle p € P, dat wil zeggen als o een positieve oppervlakte-vorm
is met betrekking tot een oriéntatie van P. Bijvoorbeeld het boloppervlak, met zijn standaard
oppervlaktevorm, is een symplectische variéteit. Deze is niet homeomorf is met de coraakbundel
van een variéteit, want het boloppervlak is compact, terwijl een coraakbundel niet compact is.
Uit (6.2.4) lezen we af dat

o":=0A...No (nmaal) =nld&§; Adxy A...d& Aday,

een nergens verdwijnende volume-vorm is. Men noemt w := % o" de kanonieke volume-vorm in
T* X. Vanwege het lemma van Darboux is in een willekeurige symplectische variéteit (P, o) de

% o™ nergens nul; in het bijzonder leidt dit tot een oriéntatie van P.

Een C!-diffeomorfisme ® van een symplectische variéteit (P, o) naar een symplectische variéteit
(P, 0) heet een kanonieke transformatie, als

volume-vorm w :=

d*c =o.

Bijvoorbeeld, een Darboux-kaart « is een kanonieke transformatie van (P, o) naar een open deel-
verzameling van T*(R").

Is v een CF-vectorveld in P, k > 1, dan geeft Lemma 5.5.2, dat de v-stroming e‘? uit kanonieke
transformaties in P bestaat, dan en slechts dan als

0=Lyo=d(c-v).

Hierin hebben we in de tweede identiteit (5.5.11) en do = 0 gebruikt. In §5.1 en §5.2 hebben we
gezien dat d(o - v) = 0 lokaal equivalent met de existentie van een C¥*'-functie f, waarvoor

o-v=—df. (6.2.5)

Het minteken hierin is een conventie, die maakt dat in een Darboux-kaart de differentiaalvergelijking
% = v(p) eruit ziet als:

dx; o

01 (g

d€; 0

% - —Wi(% £) (6.2.6)

voor 1 < j < n. Dit is het klassieke Hamilton-stelsel. Voor een willekeurige symplectische variéteit
(P, o) heet het eenduidig bepaalde vectorveld v in (6.2.5) het Hamilton-vectorveld H y van de reéel-
waardige functie f. In de klassieke mechanica is f de totale energie, zie §6.5. Eigenschappen:

Stelling 6.2.3 De stroming van een CF-vectorveld v in een symplectische variéteit (P, o) bestaat
uit kanonieke transformaties, dat wil zeggen laat o invariant, dan en slechts dan als v lokaal gelijk
is aan het Hamilton-vectorveld van een CFT1-functie f. Is dit het geval, dan is f invariant onder
de v-stroming en ook de volume-vorm w = % o™ is invariant onder de v-stroming.

n!
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Bewijs Uit de antisymmetrie van o volgt
0=(o-v)-v=—df -v=—Lyf,

terwijl (5.5.7) impliceert dat
Ly(c™) =nc" P ALyo=0.

0

De invariantie van f heet in de klassieke mechanica de wet van behoud van energie, terwijl de
tweede uitspraak bekend staat als de stelling van Liouville. Dit laatste kan ook bewezen worden
door na te gaan dat in een Darboux-kaart de divergentie van een Hamilton-vectorveld gelijk aan
nul is.

Keren we terug naar de coraakbundel P = T* X van een n-dimensionale variéteit X, met daarin
de kanonieke symplectische vorm o. Voor een willekeurige C*¥ 1-vorm ¢ in een open deelverzameling
U van X geeft combinatie van (6.2.1) met (5.5.4) en (6.2.4) dat

dg =d(g*r) = g¢"dr = g0o.

Hieruit zien we dat dg = 0 dan en slechts dan als g*c = 0. Zoals we in §5.1 hebben gezien, is de
vergelijking dg = 0 lokaal equivalent met ¢ = dy voor een reéelwaardige C*+!-functie ¢. Anders
gezegd, de deelvariéteiten van T* X van de vorm

Ay ={(z,dp(x)) e T" X |2 €U} (6.2.7)

voor een CFHl-functie ¢ in een open deelverzameling U van X kunnen lokaal gekarakteriseerd
worden als die n-dimensionale C*-deelvariéteiten A van T* X, waarvoor

a) m|p is een diffeomorfisme van A naar een open deelverzameling van X en

b) ox(u, v) = 0 voor iedere A € A en u, v € Ty A.

In het algemeen noemt men een deelvariéteit A van een 2n-dimensionale symplectische variéteit
isotroop als zij aan b) voldoet; A heet een Lagrange-variéteit, als A isotroop is en dim A = n.

Een algemene eerste-orde partiéle differentiaalvergelijking voor een functie ¢ in X is een verge-
lijking van de vorm

Fx, p(z), dp(x)) = 0.

Of, in lokale coordinaten:

0, 0,
F(z1, ..oy zn, 9(2), 52 (@), -0y g (2)) = 0.

Wij bespreken nu dit soort vergelijkingen onder de zwakke restrictie dat F' niet van ¢(x) athangt,
dat wil zeggen we kijken naar een partiéle differentiaalvergelijking van de vorm

[z, de(z)) = 0. (6.2.8)

Hierin is f een reéelwaardige gladde functie in een open deelverzameling P van T* X.

De karakterisering van totale afgeleiden van functies ¢ in termen van de symplectische structuur
in T* X leidt tot een oplossing van (6.2.8), in termen van de stroming van het Hamilton-vectorveld
van de functie f. We formuleren eerst het resultaat, de lokale existentie- en eenduidigheidsstelling
voor een beginwaardeprobleem, en vervolgens beschrijven we hoe de oplossingen geconstrueerd
kunnen worden. We laten de details van het bewijs hier verder weg.
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Stelling 6.2.4 Stel f is een reéelwaardige C*-functie in een open deelverzameling P van T* X,
k > 2. Stel (xg, &) € P, f(z0, &) = 0 en veronderstel dat S een (n — 1)-dimensionale CF-
deelvariéteit van X is, met xg € S en

of

3_5(960’ €0) & Tap S-

Neem wverder aan dat 1) een reéelwaardige C*-functie is in S, waarvoor di)(zo) gelijk is aan de
beperking van &y tot T, S. Dan is er een open omgeving U van xo in X met de eigenschap dat er
precies één C-oplossing ¢ in U is van de vergelijking f(z, do(z)) = 0, waarvoor dp(zg) = & en
©(s) = 1(s) voor alle s € SNU.

Stelling 6.2.5 De oplossing ¢ in Stelling 6.2.4 wordt als volgt geconstrueerd. FEr is een open
omgeving Sy van xq in S, met de eigenschap dat er bij iedere x € Sy precies één & = &(x) € (Ty X)*
18, Waarvoor:

(z, &) € P,
€lp, s = dy(x) en
f(z, &) =0.

De verzameling

Ao :={(z,&(z)) | z € Sp}

is een (n — 1)-dimensionale, isotrope CF¥~'-deelvariéteit van T* X.
Noteer de stroming van Hy na tijd t met ®t. Dan is er een € > 0, met de eigenschap dat, als
we 00k Sy voldoende klein kiezen, de verzameling

A= {®"(2) |z € Ao, |t]| <&}

een C* Lagrange-deelvariéteit is van T* X en gelijk is aan (6.2.7) voor de oplossing o in Stelling
6.2.4.

De oplossing van (6.2.8), door gebruik te maken van de oplossingen van het Hamilton-stelsel
van de functie f, staat in de literatuur bekend als de Hamilton-Jacobi-theorie. De meetkundige
beschrijving van de oplossingen in Stelling 6.2.5 is afkomstig van Lie (omstreeks 1870).

Opmerking 6.2.1 De meeste parti€le differentiaalvergelijkingen uit de mathematische fysica,
zoals de Laplace-vergelijking, de golfvergelijking of de Maxwell-vergelijkingen, kunnen niet opgelost
worden door reductie tot stelsels gewone differentiaalvergelijkingen.

Toch kan de Hamilton-Jacobi-theorie ook daaraan een bijdrage leveren, zij het op een wat
indirecte manier. Neem bijvoorbeeld de golfvergelijking

n

. 0? 02
Du:=%3z =) 52 =0
=1’

We proberen oplossingen van de vorm
u(x, t) = @ 2@ g(z),
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waarin ¢(x) en a(x) nader te bepalen reéelwaardige functies van x zijn en w € R. De exponentiéle

factor is een harmonische trilling als functie van ¢, met w als frequentie. De fase van de trilling is

constant gelijk aan ¢ langs het oppervlak p(x) =t — ¢. De factor a(x) # 0 is een amplitude-factor.

We proberen dit type oplossingen voor hoge frequentie, dat wil zeggen voor grote waarden van w.
We krijgen nu

Ou= ei(t—e@)

W Q_Gp()* —1) - a(z)

j=1

+iw | 2 Z dijp(z) - dja(x) + Z 0]2»<p(x) -a(x)

- Z B?a(x)].

Dit groeit zelfs kwadratisch als functie van w voor w — oo, tenzij de fasefunctie voldoet aan de
niet-lineaire eerste-orde partiéle differentiaalvergelijking

n

> (Op(x)* —1=0. (6.2.9)

J=1

Hebben we (6.2.9) opgelost met behulp van de Hamilton-Jacobi-theorie en daarmee ¢(x) vastge-
legd, dan kunnen we vervolgens de lineaire term in w gelijk aan nul krijgen, door de amplitude-factor
a(x) te laten voldoen aan de lineaire partiéle differentiaalvergelijking

23 " 0jp(x) - 0ja(z) + Y Oip(x) - a(z) = 0. (6.2.10)
=1 i=1

Om de aard van deze vergelijking te doorzien, beschouwen we de oplossingen z(s) van het stelsel

gewone differentiaalvergelijkingen
dx;

L =20jp(x), 1<j<n. (6.2.11)

De oplossingskrommen hiervan staan loodrecht op de “golffronten” ¢(z) = constant. Met de notatie
n
2
c(x) =Y Fe(x)
j=1

is (6.2.10) dan equivalent met

La(z(s)) + c(a(s)) - a(z(s)) = 0,

een lineaire eerste-orde gewone differentiaalvergelijking voor de functie s — a(z(s)). Dit betekent
dat we a(z) vrij kunnen voorschrijven in een (n — 1)-dimensionale variéteit die de oplossingen
s +— x(s) dwars snijdt. Kiezen we de drager daarvan in een kleine omgeving van een gegeven punt
x0, dan is de drager van a(z) geconcentreerd in een dunne buis om de oplossing z(s) met z(0) = zy.
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Men noemt (6.2.10) de transportvergelijking voor de amplitude a(z) langs de oplossingen z(s) van
(6.2.11).

Met deze methode worden geen oplossingen u gevonden van de vergelijking Clu = 0, alleen
hoogfrequente oplossingen van de asymptotische vergelijking “Clu blijft begrensd voor w — 00”.
Op zich zijn deze echter al zeer interessant; bovendien kunnen ze gebruikt worden als bouwstenen
voor de constructie van hoogfrequente oplossingen van de exacte vergelijking [u = 0.

De methode is uit te breiden tot veel algemenere lineaire partiéle differentiaalvergelijkingen. De
fasefunctie p(z) voldoet dan aan een eerste-orde niet-lineaire partiéle differentiaalvergelijking van
de vorm (6.2.8), die we met de Hamilton-Jacobi-theorie oplossen. De amplitude a(z) moet dan
vervolgens voldoen aan een vergelijking van de vorm

n

é%(w, dp(x)) - %(w) + c(x) - a(x),
j=1

voor een geschikte functie ¢(z). Dit is een transportvergelijking langs de oplossingen x(s) van

Dit vergelijkend met (6.2.6), zien we dat z(s) de projectie in X is van die oplossingen (z(s), &(s))
van het Hamilton-stelsel (6.2.6), die in de variéteit A, lopen. De beschrijving in Stelling 6.2.5 liet
daarbij zien dat A, invariant is onder de H g-stroming. Voor meer details, zie bijv. [6]. ©

6.3 De Euler-Lagrange-Vergelijkingen

Neem aan dat D een open deelverzameling is van T X en dat L een reéelwaardige C*-functie is in
D. Voor een Cl-kromme 7 : [a, b] — X met (y(t), 7/(t)) € D voor alle t € [a, b] definiéren we

b
() = / Lix(t).7/ (1)) dt.

Dit definieert een functie £ in de ruimte C van C'-krommen in X; zo’n functie in een ruimte
van functies wordt ook wel een functionaal genoemd. Men kan C voorzien van de structuur van
een oneindig-dimensionale variéteit, waarvoor dan £ een differentieerbare functie is in C, met een
totale afgeleide in «y die een lineaire vorm is op T, C. Omdat we de benodigde theorie hiervan niet
ontwikkeld hebben, behelpen we ons hier met ad hoc definities.

ZijT : S x [a, b] — X een C'-familie van C!-krommen in X, in de zin dat in lokale coérdinaten
de codrdinaatsfunctie f van I' voldoen aan de voorwaarden van Lemma 1.8.1. We noteren

Y(t) =s(t) :==T(s, ¢),

Merk op dat 0(t) € T, X voor iedere t € [a, b], dus ¢ is een vectorveld langs .

De vectorvelden langs v vormen, met de puntsgewijze optelling en scalairvermenigvulging in de
lineaire ruimten T, X, t € [a, b], een lineaire ruimte, die we de raakruimte T, C zouden kunnen
noemen. In deze filosofie is %E(%) gelijk aan de afgeleide d£, - 6 van £, in het punt v € C, in de
richting van § € T, C.
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Men zegt dat de functionaal £ stationair is in v, als d£, -9 = 0 voor iedere § € T, C met
d(a) = 0, 6(b) = 0. Deze laatste condities corresponderen met het vasthouden van de eindpunten
bij het variéren van de kromme .

Stelling 6.3.1 Zij X een variéteit, D een open deelverzameling van T X en L een reéelwaardige
Cl-functie in D, met de eigenschap dat

& (2, 0) — (2, L(z, v))
een Ct-afbeelding is van D naar T* X. Zijy € C?([a, b], X) en (y(t), 7'(t)) € D wvoor alle t € [a, b].
Dan is er een eenduidig bepaalde continue afbeelding X : |a, b] — T* X, met mo X = en met de

eigenschap dat voor iedere C'-familie van C'-krommen T met vs = v en %'ys =4 geldt:

t=b

4L(3) = L/A (1) di + [3E(4(6), +(0) - 6(0)] .. (6:.1)
In geinduceerde lokale coordinaten in TX en T* X is

At) = SE(v(1), v (1) — £ 3= (v(1), ¥ (1)) (6.3.2)

De functionaal L is stationair in vy, dan en slechts dan als \(t) = 0 voor alle t € [a, b].

Bewijs Neem eerst aan dat ~s([a, b]) bevat is in een codrdinaatomgeving, zodat we de volgende
berekening in lokale codrdinaten op kunnen schrijven.

b
%MMZ%/LW&W%@mﬁ

b
5/%@@&%@w>£@ﬂ+;msw O (s, 1)) - 5 (s, 1)] di

b
= [ 0. Bl 1) — TG, 1), Bl )] st

t=b

SUCDR ACEES GRS

Hierin hebben we in de tweede regel de differentiatievolgorde naar s en ¢ verwisseld en vervolgens
een parti€le integratie op de desbetreffende term toegepast.

Dit bewijst (6.3.1) met (6.3.2) als 7y in een codrdinaatomgeving verloopt. In het algemeen krijgen
we dit, zelfs voor een stuksgewijs C2-kromme ~, door [a, b] te verdelen in zulke kleine deelintervallen
[ai, bi], met a1 = a, b; = a;41 voor 1 <i < N — 1 en by = b, dat de beelden y([a;, b;]) bevat zijn
in codrdinaatomgevingen. De uitdrukkingen (6.3.1) met [a, b] vervangen door [a;, b;] sommeren we
over ¢ en we merken op dat de randtermen in b; wegvallen tegen die in a;4; als 1 <¢ < N — 1.

Tenslotte bewijzen we de eenduidigheid van A\(¢) en daarmee ook de noodzakelijkheid van A(t) =
0 als £ stationair is in 7. Voor gegeven to € [a, b], v € T (to) X, gebruiken we “testvariaties”
§ = 0., die drager hebben in een e-omgeving 7. van t( in [a, b] en waarvoor in geinduceerde lokale

coordinaten geldt dat
b
/ o(t)dt = v,
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terwijl we eisen dat

/ s at <

voor een constante C' die onathankelijk is van €. De existentie hiervan is niet moeilijk om aan te
tonen, deze testvariaties zijn “sterk gepiekt in de richting van v”.

Ons beperkend tot bovenstaande variaties d, betekent dat we de berekeningen in geinduceerde
lokale codrdinaten kunnen uitvoeren. De continuiteit van A\(¢) in to geeft dat er voor iedere n > 0
een € > 0 is, met de eigenschap dat ||u(t)|| < n voor alle t € T als

p(t) = A(t) = Alto)-

Nu is de eerste integraal in

L(7s) //\to dt+/b (t) - 6(t) dt

gelijk aan A(tg) - v, terwijl

b b
[ ut) s < [ ute) s |dt</ Il - [6(8) dt < - C.

(Hierin is in de tweede ongelijkheid de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz toegepast.)
Dit betekent dat, als s . z6 gekozen is, dat %’ys,g = J,, dan is

hg)l ‘C(’Ys e) = Alto) - v

Voldoet S\(t) in plaats van A(t) ook aan de voorwaarden van de stelling dan zien we hieruit dat voor

iedere tq € [a, b] geldt dat \(tg) - v = A(tg) - v voor alle v € Tr(to) X, dus Ato) = A(to). O

De vergelijking A(t) = 0 voor het stationair zijn van £ in 7 heet de Euler-Lagrange-vergelijking
voor de functie L. In lokale codrdinaten luidt deze:

LIE(v(1), A (1) = FE(v(1), 7 (1)) (6.3.3)

Hierin kan het linkerlid herschreven worden als 0,0,L - 7/ + 0L - 4”. Men noemt L een niet-

gedegenereerde Lagrange-functie als voor iedere (x, v) € D de symmetrische bilineaire vorm 02L(z, v)
in T, X niet-gedegenereerd is. In dit geval kan (6.3.3) herschreven worden als een tweede orde stelsel

gewone differentiaalvergelijkingen van de vorm

&|&

voor een vectorwaardige functie a(x, v), waarvan we het uitschrijven aan de lezer overlaten. Dit is
equivalent met een eerste-orde stelsel van de vorm

dr __

a — Y

% =a(x, v)
in T X. Het vectorveld in het rechterlid is een vectorveld w = wy, in D, dat we het Euler-Lagrange-
vectorveld van de functie L zullen noemen.
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Op een aantal plaatsen hebben we de afgeleide g—ﬁ(m, v) van de beperking van L tot T, X zien
Verschijnen De identificatie van alle raakruimten van de lineaire ruimte T, X met T, X gebruikend,
wordt 2 (m v) als een lineaire vorm op T, X beschouwd. De afbeelding

O =P : (2, 0) — (x, gﬁ (z, v)) (6.3.4)

van D naar T* X die zo ontstaat heet de snelheid-impulstransformatie gedefinieerd door de La-
grange-functie L. De energiefunctie E van L in D wordt gedefinieerd door:

E(z,v) = Ep(z, v) := g—%(m, v) - v — L(z, v). (6.3.5)

Lemma 6.3.2 Zij v en A als in Stelling 6.3.1, ® de snelheid-impulstransformatie en E de energie
van L. +/(t) als een element van T X beschouwend en " (t) als een element van T (T X), hebben
we de formule

(@*U),y/(t) . "y”(t) + dE'y’(t) + )\(t) o Tq//(t) 7 =0. (6.3.6)

Hierin is o de kanonieke 2-vorm in T* X.

Bewijs We bewijzen dit door een berekening in geinduceerde lokale coérdinaten in T X, resp.
T"X. Isa= Zj §jdx; de kanonieke 1-vorm in T* X, dan is

P e = Z g—ULj dz;,
J
dus
Do = <I>*da = dd*«
- Bx 81} d‘rz A dl'] + BU BU dUZ A dx]
7]

Noteren we v(t) = x, v'(t) = v, 7" (t) = a als elementen van R", dan is (z, v) = +/(t), beschouwd
als element van T X en (v, a) = 7" (t), beschouwd als element van T, (T X). Daarmee wordt de
eerste term in het linkerlid van (6.3.6) gelijk aan

0L, .. 2L, .. 2L 3, _ 0L . g,
Z(axiavj Vi dx] "~ Om;0v; Uj da; + 0v;0v; a; dx] 0v;0v; Uj dvz)'
0,
De tweede term is gelijk aan
_ L
dE = Z(a v]dml%—avav vj dv;) —{—Za dv;
4,J
oL
=D (G duj + Gk dvy)
J
- L A %L ..
- Z(amiavj v dz; + g, vy dvi) Z 5 4%;-
Y] J
Tenslotte is de derde term gelijk aan

OL %L
Z(a_% a Z(axlavj i vi + BU BU (ZZ)) dl']

i %

Sommatie van de drie termen geeft nu 0. O
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Stelling 6.3.3 De snelheid-impulstransformatie @ is een lokaal diffeomorfisme, dan en slechts dan
als de Lagrange-functie L niet-gedegenereerd is. Is dit het geval, dan is & := ®*o een symplectische
vorm in D en is het Euler-Lagrange-vectorveld w in D gegeven door & -w = —dE. Als ® ook nog
injectief is, dan is ®,w gelijk aan het Hamilton-vectorveld van de functie e := E o ®~1 in de open
deelverzameling P := ®(D) van T* X.

Bewijs In geinduceerde lokale coordinaten in T X, resp. T* X heeft de matrix van D® de
identiteit in de linkerbovenhoek, 0 in de rechterbovenhoek en 92L in de rechteronderhoek. Hieruit
lezen we af dat D @ inverteerbaar is, dan en slechts dan als 92L inverteerbaar is.

De tweede uitspraak volgt door in (6.3.6) 7" (t) = w en A(t) = 0 te substitueren.

Tenslotte volgt o - (P,w) = —de uit

(0 - (Pyw)) = (P*0) - w=—dE = —dd%e = —P*de.
]
Opmerking 6.3.1 Voor iedere z € X, £ € (T, X)* is het getal e(x, &) gelijk aan de kritieke

waarde van de functie
vi— &) — Lz, v): T, X — R.

Wanneer v — L(z, v) harder dan linear naar oo gaat als || v ||— oo, dan geeft dit, dat

G(IE, 6) = vér'}‘inXé(U) - L(xa U)’

in het bijzonder geldt dan de ongelijkheid
e(z, §) <&(v) — L(z, v) voor alle v € T, X.
De afbeelding L — e staat bekend als de Legendre-transformatie. %)

Is e een voldoend gladde functie in een open deelverzameling P van T* X, dan definiéren we de
impuls-snelheidtransformatie door:

U=y,:(z,¢&— (z g—g(ac, €): P—-TX. (6.3.7)
Verder definiéren we de functie [ = [, in P door

l(.ﬁL‘, 6) = 6 : g_g(xa 6) - G(CL‘, E)
We hebben dan, enigszins verrassend, de volgende omkering van Stelling 6.3.3:

Stelling 6.3.4 Is L een niet-gedegenereerde Lagrange-functie en is de snelheid-impulstransforma-
tie ®y, injectief, dan heeft e := (CDEI)*EL de eigenschap dat @El =W, en L = ®71. In het bijzonder
is age(x, €) niet-gedegenereerd en is W, een diffeomorfisme van P := ® (D) naar D.

Is omgekeerd e een voldoend gladde functie in de open deelverzameling P van T* X, 8526($, §)
niet-gedegenereerd en is V. injectief, dan is V. een diffeomorfisme van P naar een open deelverza-
meling D van T X, L := 1. o W, is een niet-gedegenereerde Lagrange-functie in D, ® = U1 en
€ = EL o \I]e-
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Bewijs Uit

Z g—é CUj — L(-Tv U) = 6(1’, %(x’ U))
J

krijgen we door differentiatie naar v; dat

2 9 2
B?ial;)j ('T’ U) "Uj = E 8—6];(%, é) ) B?ial;)j ($, ’U),
J J

als we & = g—ﬁ(x, v) noteren. Hieruit lezen we af, gebruikmakend van de niet-gedegenereerdheid
van 02L, dat

0,
U] - %(mv E)
Het bewijs van de tweede uitspraak gaat analoog. O

Deze equivalentie tussen Euler-Lagrange-vectorvelden en Hamilton-vectorvelden kan beide kan-
ten op worden gebruikt. Voor Euler-Lagrange-vectorvelden krijgt men als gevolg de invariantie van
de energiefunctie £ en van de volumevorm @*(%J"). Voor Hamilton-vectorvelden krijgen we de
conclusie dat de oplossingskrommen ook verkregen kunnen worden als stationaire krommen van
een functionaal £. Gebruikmakend van functionaalanalytische technieken kunnen op deze manier
bijvoorbeeld existentiestellingen verkregen worden voor oplossingen met voorgeschreven begin- en

eindpunt.

Voorbeeld 6.3.1 Als (8 een pseudo-Riemann-structuur is in X, dan definieert

L(z, v) == 3B,(v, v)
een niet-gedegenereerde Lagrange-functie in T X. Immers, 0,L(z, v) = B, - v en 02L(x, v) = fBe.
Vergelijking (6.1.16) laat zien dat de stationaire krommen de geodeten zijn. Het Euler-Lagrange-
vectorveld in T X is het vectorveld van de geodetische stroming in T X.

Omdat L(z, cv) = ¢ L(z, v), levert differentiatie naar cin ¢ = 1 op dat 9, L(z, v)-v = 2 L(z, v),
dus E(x, v) = L(z, v). De snelheid-impulstransformatie is gelijk aan

Bz, v) = (2, fe-v) : TX = T°X,

waarin nu 3, voor iedere z € X gezien wordt als lineaire afbeelding van T, X naar (T, X)*. De
inverse

5;1 H(Te X)" = To X =~ (T2 X))

kan opgevat worden als symmetrische bilineaire vorm in (T, X)*. In termen daarvan is

e(z, &) = 16,1(¢, €).

De geodetische stroming in T X wordt door (8 geconjugeerd met de Hamilton-stroming van de
functie e in T* X. De geodetische stroming laat de functie L = E invariant. %)
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6.4 Thermodynamica

De toestanden x van een thermodynamisch systeem X worden soms maar door een beperkt aantal
fysische grootheden vastgelegd. Zo wordt voor een enkelvoudig gas de toestand vastgelegd door de
druk p en de temperatuur 7', of door het volume V en de temperatuur 7', of door p en V. Tussen
de drie grootheden p, V en T wordt experimenteel een relatie geconstateerd, waaruit men één van
de drie als gladde functie van de andere twee kan bepalen. Zo heeft men voor een zogenaamd ideaal
enkelvoudig gas de relatie pV = RT', met R een constante, die karakteristiek is voor het gas. Voor
gasmengsels met meer dan één chemische component zijn er meer fysische grootheden nodig om de
toestand te bepalen. De conclusie lijkt gerechvaardigd dat een klassieke thermodynamisch systeem
opgevat wordt als een n-dimensionale differentieerbare variéteit; voor een enkelvoudig gas is dan
dim X = 2.

Helaas is bij nadere beschouwing de situatie niet zo eenvoudig. De statistisch-mechanische
opvatting is, dat een thermodynamisch systeem bestaat uit een zeer groot aantal N van deeltjes.
De macroscopische grootheden, zoals p, V en T', zijn in principe functies van de posities en snelheden
van alle deeltjes. In deze opvatting zou de ruimte M van “microscopisch bepaalde toestanden” een
6 N-dimensionale variéteit zijn, de macroscopische waarnemingen leveren een projectie p van M
naar de veel lager-dimensionale variéteit X. De dynamica van het veel-deeltjes-systeem levert
een stroming t — ®Y(m) in M op. Ideaal zou zijn als de macroscopische waarneming yu(®*(m))
hiervan alleen af zou hangen van p(m), anders gezegd, als p de stroming in M zou conjugeren met
een stroming in X. Althans in een asymptotische zin voor N — oo. Er zijn weinig statistisch-
mechanische modellen, waarvan de “thermodynamische limiet” is uitgerekend. Ook blijken bij
sommige statistisch-mechanische modellen de macroscopische functies niet differenticerbaar met
elkaar samen te hangen. Neemt men ook nog quantummechanische effecten in het model op, dan
wordt M zelfs oneindig-dimensionaal.

Laten we echter terugkeren naar de interpretatie van de klassieke thermodynamische literatuur.
Daarin wordt gesproken over “evenwichtstoestanden” z € X. En dat men alleen maar processen
toelaat, waarbij men een kleine verstoring in de evenwichtstoestand aanbrengt en dan, voor men
verder gaat, eerst wacht tot het systeem opnieuw in evenwicht is. De limiet hiervan voor steeds
kleinere verstoringen heet een infinitesimaal quasistatisch proces. We vatten dit op als een raakvec-
tor v € T, X; dit correspondeert met het idee van raakvectoren als infinitesimale verplaatsingen in
X. Formules als

dUV)=UdV +VdU,

die men veel ziet in thermodynamica, geven verder aan dat ook differentiaalvormen tot de vocabu-
laire van de thermodynamica behoren.

In T, X onderscheidt men een 1-dimensionale lineaire deelruimte 7, van zuiver thermische
processen (verwarmen, afkoelen) en een complementaire (n — 1)-dimensionale lineaire deelruimte
e van zuiver mechanische processen. Voor ieder zuiver thermisch proces v € 7, is de toename van
de energie ¢, (v) evenredig met v, in de zin dat ¢, (c-v) = ¢- ¢, (v) voor iedere ¢ € R. De eenduidig
bepaalde lineaire uitbereiding ¢, hiervan naar T, X, die voldoet aan ¢, (v) = 0 als v € p,, definieert
zo een differentiaalvorm ¢ van de graad één in X, de warmte-vorm genaamd. Aangenomen wordt
dat ¢, # 0 voor iedere z € X, zodat u, = ker ¢,. Men kan natuurlijk ook uitgaan van een nergens
verdwijnende 1-vorm ¢ in X en de zuiver mechanische processen definiéren als de codimensie 1
deelbundel ker g.

Een differentieerbare kromme + in X heet een thermisch, resp. mechanisch proces, als v/(t) €
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To(t)> TeSp- vY(t) € () voor alle ¢. Een klassieke Carnot-kring is een gesloten kromme v in X,
bestaande uit een thermisch proces, gevolgd door een mechanisch proces, dan weer een thermisch
proces en tenslotte weer een mechanisch proces.

De waarneming is, dat de integraal van ¢ over een Carnot-kring « niet gelijk aan nul hoeft te
zijn. Dat wil zeggen, gedurende het proces kan er netto warmte aan het systeem toegevoerd (resp.
van het systeem onttrokken) zijn. Dit wordt door afvoer (resp. toevoer) van energie bij de zuiver
mechanische processen gecompenseerd, vanwege de wet van behoud van totale energie. Dit betekent
dat er geen functie @) is met ¢ = dQ). Omdat zelfs fy q # 0 voor kleine kringen ~, is de conclusie
dat g geen gesloten differentiaalvorm is. Men ziet dit in de literatuur weergegeven doordat men in
plaats van met ¢ de warmte-vorm noteert met AQ: een differentiaalvorm, die echter niet gelijk is
aan d@Q voor een “warmtefunctie” Q).

Anderzijds is de waarneming ook, dat het niet mogelijk is om een thermisch proces te realiseren
door middel van een zuiver mechanisch proces. Dit betekent dat de deelvectorbundel p,, x € X,
integreerbaar is. Een en ander wordt bevestigd door het optreden van de formule

AQ =T ds,

waarin T, de absolute temperatuur en S, de entropie goedgedefinieerde functies in X zijn. Immers
dit impliceert dat g een integrerende factor heeft, hetgeen equivalent is met de integreerbaarheid
van p = ker g, zie Stelling 5.2.2. De 2-vorm

dg=dT' AdS

kan dan geinterpreteerd worden als de “netto warmtetoevoer bij een infinitesimale Carnot-kring”,
zie Stelling 5.2.1.

6.5 Klassieke Mechanica

In de Newton’se klassieke mechanica beschouwt men een systeem van NN deeltjes, ieder met drie
positiecoérdinaten, zodat de positie van het systeem gegeven wordt door een punt ¢ € R", met
n = 3N. Heeft het i-de deeltje trage massa gelijk aan m(i), dan noteren we m; = m(i) als
j=3i—2,3t—1, 3i, zodat de gemeenschappelijke impulsvector p € R™ van het systeem gegeven
wordt door

da:
pj = mj ’Uj = mj % (651)

De wet van Newton luidt nu dat de dynamica van het systeem beschreven wordt door het stelsel
vergelijkingen

Pi — k(q), (6.5.2)
waarin de kracht k(q) € R™ een gegeven functie is van de positie van het systeem. We beperken
ons hier verder tot zogenaamde conservatieve krachten, dat wil zeggen, we nemen aan dat er een
(voldoende vaak differentieerbare) reéelwaardige functie V'(¢) van de positie is, de potentiéle energie
van het systeem genaamd, waarvoor

ki(a) = —§ (@), 1<j<n. (6.5.3)

De kinetische energie van het systeem wordt gegeven door
n n
1 2 _1 1,2
Ti=5) mjvi=5) m (6.5.4)
Jj=1 Jj=1
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Dit correspondeert met de interpretatie van de trage massa als de energie die het kost om het
systeem een bepaalde snelheid te geven. Beschouwen we T als functie van p, dan kan (6.5.1)

herschreven worden als .
). 055

De totale energie T'+ V kunnen we schrijven in de gedaante

E(g,v):= 1Y m;vi +V(q) (6.5.6)
j=1
als functie van (g, v), of
ela, p) =5 ) m0i +V(a) (6.5.7)
j=1

als functie van (g, p).
De vergelijkingen (6.5.5), samen (6.5.2) waarin we (6.5.3) substitueren, geven nu

d .

G = 5 (a, ),
d .

G =g e, p).

Vergelijking met (6.2.6) geeft:

De bewegingsvergelijkingen van Newton zijn equivalent met het Hamilton-stelsel gedefinieerd door
de totale energie, beschouwd als functie van positie en impuls.

Men concludeert hieruit meteen de wet van behoud van energie:

Fela(t), p(t)) = 0.

En de wet van Liouville, die zegt dat de stroming in de (g, p) ruimte volumebewarend is. Zie
Stelling 6.2.3. (Natuurlijk kan men deze conclusies ook door directe berekening verifiéren.)
Is ® een kanonieke transformatie, dan is

O“Hf = Ho- . (6.5.8)

Omdat bij codrdinatentransformaties de geinduceerde codrdinatentransformaties in de coraakbun-
del kanonieke transformaties zijn, zijn Hamilton-stelsels codrdinaat-invariant in de zin dat in willle-
keurige lokale cotrdinaten voor de positieruimte (), de bewegingsvergelijkingen in de bijbehorende
geinduceerde lokale codrdinaten voor T* ) van de vorm (6.2.6) zijn.

Geinduceerde cotrdinatentransformaties zijn overigens heel speciale kanonieke transformaties.
Zo bestaat de stroming van het mechanische systeem zelf uit kanonieke transformaties die geen
geinduceerde codrdinatentransformaties zijn, omdat het daarbij niet zo is dat een vezel (T,Q)*
naar een vezel (T3 Q)" wordt afgebeeld.

Merk op dat in deze opzet van de klassieke mechanica de impuls p als een element van (T, Q)*
opgevat wordt, dus als een lineaire vorm in de raakruimte T, Q. In tegenstelling tot de snelheids-
vectoren v € Ty Q. Analoog is de de codrdinaat-invariante interpretatie van (6.5.3) dat k = —dV/,
dus k is een differentiaalvorm van de graad 1 in @, en geen vectorveld. Het is even wennen om
krachtvelden als 1-vormen op te vatten, maar dit geeft wél de correcte transformatieformules.
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We kunnen V uit k terugvinden met de formule

Vig) = Vigo) - / k,

o

als v een willekeurige stuksgewijs C'-kromme in @ is van ¢q naar q. Ook dit is coodinaat-invariant
als k opgevat wordt als 1-vorm. De voorwaarde dat het krachtveld conservatief is, is equivalent
met de de voorwaarde dat fﬁ{ k = 0 voor iedere gesloten kromme « in ). Lokaal is deze voorwaarde
equivalent met dk = 0, zie §5.1 en §5.2.

De impuls-snelheidtransformatie (6.3.7) luidt hier

(4 p) = (g, ), v = -5

Dit is een inverteerbare transformatie, die het Hamilton-stelsel overvoert in de Euler-Lagrange-ver-
gelijkingen voor de Lagrange-functie

L(z, v) = %ij ]2 —Viq),
j=1

zie Stelling 6.3.4. Merk op dat L =T — V hier niet gelijk is aan de totale energie E =T + V. De
Lagrange-functie is geen constante van beweging, tenzij k = —dV = 0.

In willekeurige geinduceerde lokale coordinaten kan de kinetische energie T' = T'(q, v), be-
schouwd als functie in T @, er behoorlijk ingewikkeld uitzien. Voor iedere g € @ is het een posi-
tieve tweedegraadsveelterm in T, @, waarvan de coéfficiénten op ingewikkelde manier van ¢ kunnen
afhangen.

Opmerking 6.5.1 Nog ingewikkelder wordt het, om de transformatie van de tijdsafgeleide van
de impuls, het linkerlid in de wet van Newton (6.5.2), bij willekeurige substitutie van de positie-
variabelen te bepalen. Dit leidde Lagrange in zijn boek “Mécanique Analytique” (£ 1800) tot de
ontdekking dat de grootheid

T) =G () —

onder willekeurige substituties van ¢-cotrdinaten covariant transformeert, dat wil zeggen als een
element van (T, Q)*. De wet van Newton krijgt daarbij de gedaante

waarin het krachtveld k een willekeurige 1-vorm in @) voorstelt.
Als kK = —dV voor een potentiéle energie-functie V', dan krijgt de wet van Newton de gedaante

Dit zijn de Euler-Lagrange vergelijkingen voor L = T — V', immers —[L] is gelijk aan de lineaire
vorm A in (6.3.2). Hiermee is het bovenvermelde transformatie-gedrag van [L] en dus ook van [7]
een gevolg van Stelling 6.3.1.

Opmerkelijk genoeg legt Lagrange in de Mécanique Analytique geen verband tussen de bewe-
gingsvergelijkingen voor de klassieke mechanica en de variatievergelijkingen voor de integraal van
L, hoewel hij zelf een halve eeuw daarvoor de grondslagen voor de variatierekening had gelegd.
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Een verklaring zou kunnen zijn, dat Lagrange geen grote fysische betekenis hechtte aan de functie
L =T —V, in contrast met de totale energie £ =T + V. ©

Een natuurlijke generalisatie van de klassieke mechanica is, dat men voor een willekeurige
Riemann-variéteit (X, ) en voldoend gladde reéelwaardige functie V' in X, het Newton-systeem
met trage massa B en potentiéle energie V definieert als het Hamilton-stelsel in T* X, gedefinieerd
door de totale energie functie

e(r, &) =36, '(& &) +V(2).
Het systeem in T X dat door de Legendre-transformatie (x, v) — (z, B, - v) hier naartoe gecon-
jugeerd wordt, wordt het bijbehorende Newton-systeem in de raakbundel genoemd. Voor V = 0
krijgen we zo de geodetische stroming. Op deze wijze worden de geodeten van (X, ) de banen in
de positieruimte X van deeltjes in een klassiek mechanisch systeem, waarop geen krachten werken.

Opmerking 6.5.2 Hierboven is beargumenteerd dat krachtvelden geen vectorvelden zijn, maar
differentiaalvormen. Wél kan men in een (pseudo-)Riemann-variéteit (X, ) aan de 1-vorm dV het
vectorveld

grad gV @z B 1dV (z) € To X

toevoegen, dit heet het gradiéntenvectorveld van de functie V- met betrekking tot (.

Voor een C2-kromme v in X is de tweede orde afgeleide a := C;Tg(t) een codrdinaat-onathankelijk
gedefinieerd element van T, X als z := 7(t) en v := Cfl—;/(t) = 0. Als v een oplossing is van het
Newton-stelsel met potentiaal V', dan is a = —grad gV (x). Op deze manier kan de gradiént van V

“fysisch waargenomen” worden.
Als [ de standaard Rieman-structuur is in R"™, dan is de gradiént van V de vector met

codrdinaten %(m), de codrdinaten van dV (z). %)
J

Opmerking 6.5.3 In de relativiteitstheorie van Finstein worden positie en tijd samengevat tot
een vier-dimensionale variéteit U, het ruimte-tijd-universum, die wordt voorzien van een pseudo-
Riemann-structuur g met index gelijk aan 3.

De vectoren v met g, (v, v) > 0 heten tijd-achtig en de die met g, (v, v) < 0 heten ruimte-achtig.
De vectoren v € T, U met g, (v, v) = 0 vormen de lichtkegel in T, U.

De krommen in U die de beweging van een deeltje onder de invloed van de zwaartekracht
beschrijven zijn de geodeten ten aanzien van § met tijd-achtige snelheidsvector. De banen van
lichtdeeltjes zijn de geodeten waarvoor de snelheidsvector in de lichtkegel ligt. Merk op dat

t = gy (Y (1), 7'(1))

constant is voor iedere geodeet 7(t), in het bijzonder blijft het teken hiervan behouden. %)

Opmerking 6.5.4 In de quantummechanica heeft men de Schridinger-vergelijking
n 2
h? )
Sti= =5 w5 + V(@) = Evle).
j=1

Hierbij is de lineaire partiéle differentiaal-operator aan de linkerkant verkregen uit de uitdrukking
(6.5.7) voor de energie van een Newton-systeem, door overal formeel de impulscodrdinaat p; te
vervangen door

[

0
% 8q]"
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Het positieve getal i heet de constante van Planck, dit is een zeer kleine parameter als men op
macroscopische schaal metingen doet.
De WKB-methode bestaat uit het proberen van asymptotische oplossingen van de vorm

b(q) = en D a(g)

in de zin dat St begrensd blijft voor A | 0. We herkennen hierin de hoogfrequente asymptotische
oplossingen uit Opmerking 6.2.1, met w = %,L De vergelijking voor de fasefunctie ¢ wordt in dit

geval
n

0
mij(a—;’;)Q +V(q) = E,

N[

7=

[y

ofwel, de grafieck A, van dy is bevat in het energie-oppervlak e = E voor het Newton-systeem.
De Hamilton-Jacobi-Lie-theorie geeft dat A, opgebouwd is uit oplossingskrommen ¢ — (q(t), p(t))
van het Newton-systeem. Bovendien voldoet de amplitudefactor a(x) aan de transportvergelijking,
een lineaire gewone differentiaalvergelijking langs de projecties ¢(t) in de positie-ruimte van de
oplossingen van het Newton-systeem.

De asymptotische relatie tussen de quantummechanica en de klassieke mechanica voor A | 0
heet het correspondentieprincipe. De WKB-methode is daarvan een onderdeel. %)

6.6 De Maxwell-vergelijkingen

Electromagnetische verschijnselen worden beschreven door de Mazwell-vergelijkingen. Deze worden
gewoonlijk, na keuze van geschikte eenheden, in de volgende vorm gepresenteerd. Er zijn R3-
waardige functies ¥ = E(x,t), D = D(x,t), H(z,t), B(x,t), I(x, t) en een scalairwaardige
functie p(x, t), voldoende vaak differentieerbaar athangend van de positie € R3 en tijdstip t € R,
die voldoen aan de volgende relaties:

rot H =1+ 92, (6.6.1)
rot B = — 92, (6.6.2)
div D = p, (6.6.3)
div B =0, (6.6.4)
D=c¢cE, (6.6.5)
B = uH. (6.6.6)

Namen van de diverse grootheden:
FE = electrische veldsterkte,
D = electrische doorschuiving,
H = magnetische veldsterkte,
B = magnetische inductie,

I = electrische stroomdichtheid,
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p = ladingsdichtheid,
€ = diélectrische constante,
= magnetische permeabiliteit.

De vergelijking (6.6.1) is de wet van Ampere, waarbij de tweede term in het rechterlid toegevoegd
is door Maxwell in het geval van tijdsafhankelijke verschijnselen. (6.6.2) is de wet van Faraday.
(6.6.3) is de wet van Gauss, die zegt dat de ladingsdichtheid optreedt als bron van electrische velden,
terwijl (6.6.4) weergeeft dat er geen magnetische bronnen zijn.

De relaties (6.6.5), resp. (6.6.6) geven weer dat D, resp. B lineair afhangen van E, resp. H, op
een manier die karakteristiek is voor het medium. In het vacuiim en in homogene isotrope media
zijn € en p scalairen, maar er zijn ook media, waarvoor € een symmetrische 3 x 3 matrix is met
drie verschillende positieve eigenwaarden. Ook mogen de matrices € en p, die de informatie over
de electromagnetische eigenschappen van het medium bevatten, in het algemeen nog van x en ¢
afhangen.

De relatie van de operatoren div en rot met de uitwendige afgeleide, zie §5.8, maakt het voor
de hand liggend om de Maxwell-vergelijkingen te herschrijven in termen van de 1-vormen F en H,
de 2-vormen D, B en I en de 3-vorm p, gedefinieerd door

E = Edz + Eydxo + E3dxs, (6.6.7)
H = Hydxy + Hydwzs + Hsdxs, (6.6.8)
D = Dydxs Adxs + Do das Adxy + Dsdxy A dao, (6.6.9)
B = Bydxs Adxg + Bydag Adxy + Bsdag A dxs, (6.6.10)
I =11dzy ANdxg + I dzs Adxy + I3dxy A dxg, (6.6.11)
p = pdx; ANdxo Ades. (6.6.12)
In termen hiervan worden de Maxwell-vergelijkingen:
dH =1+ 22, (6.6.13)
dE = -28 (6.6.14)
dD = p, (6.6.15)
dB =0, (6.6.16)
D=cFE, (6.6.17)
B = uH. (6.6.18)

Hiermee zijn deze vergelijkingen meteen cotrdinaat-invariant, in de zin dat als we bij een trans-
formatie van de positie-codrdinaten F en H als 1-vormen, D, B en I als 2-vormen en p als 3-vorm
transformeren, de Maxwell-vergelijkingen in de nieuwe codrdinaten dezelfde gedaante hebben als
in de oude. Zou men deze grootheden bijvoorbeeld transformeren als vectorvelden, dan worden de
differentiaaloperatoren in de Maxwell-vergelijkingen in de nieuwe codrdinaten in het algemeen een
onherkenbaar geheel. Wel kunnen € en p er in de nieuwe codrdinaten ingewikkelder uit gaan zien.

De coordinaatinvariantie maakt dat we het Maxwell-stelsel ook kunnen lezen met de positie-
ruimte R3 vervangen door een willekeurige 3-dimensionale variéteit X. Alleen moeten dan E(x,1)

en [, ) opgevat worden als lineaire afbeeldingen van (T, X)* naar A% (Te X)*.
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De symmetrie en positiviteit is daarbij cooérdinaat-onathankelijk als volgt te definiéren. Zij R
een n-dimensionale lineaire ruimte. Voor een lineaire afbeelding L van /\k R* naar /\"_k R* is

L:(a,8)— (La)AP

een bilineaire afbeelding van /\k R* x /\k R* naar de één-dimensionale lineaire ruimte A" R*. Na
keuze van een w € A" R* met w # 0, kunnen we schrijven

(La)AB = Aea, B)w,

voor een bilineaire vorm A = A, in /\k R*.

Men noemt nu L symmetrisch als L symmetrisch is, hetgeen equivalent is met de eis dat A
symmetrisch is. Is dit het geval, dan kunnen we L en daarmee L terugvinden uit de tweedegraads
veelterm

l(a) == 3(La) Ao,

via de formule )
L(a, B) = la+B) = l(a) = ().

Merk op dat [ een veelterm in /\k R* is, die zijn waarden in A" R* aanneemt.

We zouden L positief willen noemen, als A een inprodukt is. Echter, A, = %)\w, dus we krijgen
dat dit alleen behouden blijft als we de volumevormen in dezelfde oriéntatieklasse houden. Wat
wel onafhankelijk is van de keuze van w, is de uitspraak dat L definiet is, in de zin dat I(a) # 0
zodra « # 0. Is dit het geval, dan vormen de I(«) met a # 0 een oriéntatie van R en in dit geval
noemt men L positief met betrekking tot deze oriéntatie. Men eist nu dat er een oriéntatie in X is
(die dan meteen eenduidig is vastgelegd), waarvoor E(x,t) €N fi(y,¢) Symmetrisch en positief zijn.

De electromagnetische energiedichtheid is gedefinieerd als de volume-vorm

w:=31eE)ANE+i(nH)AH;
het is denkbaar dat € en p door metingen van w bepaald kunnen worden. De symmetrie van € en
v gebruikend, krijgen we volgende wet van behoud van energie

w L (EANH)+INE =0,

als € en p niet van t athangen. De 2-vorm E A H die hierin optreedt heet Poynting’s energiefluz.

Behalve de codrdinaat-invariantie zijn er nog meer argumenten om de Maxwell-vergelijkingen
in termen van differentiaalvormen te schrijven. De stelling van Stokes zegt dat (6.6.13) en (6.6.14)
equivalent zijn met

/81( "= /K(I ) (6.6.19)

E = —/ 95 (6.6.20)
oK K

als K een compacte deelverzameling is met gladde rand 0K in een glad twee-dimensionaal ge-
oriénteerd oppervlak in de drie-dimensionale positie-ruimte. Hierin zijn de samenhangscomponen-
ten van 0K georiéenteerde kringen, één-dimensionaal.
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Analoog zijn (6.6.15) en (6.6.16) equivalent met

/6KD:/Kp, (6.6.21)
B

/BK =0, (6.6.22)

waarin nu K een compacte drie-dimensionale deelverzameling met twee-dimensionale georiénteerde
gladde rand in de positie-ruimte is. De integraalvorm van de Maxwell-vergelijkingen staat dichter
bij de fysische experimenten dan de partiéle differentiaalvergelijkingen.

Maxwell zelf benadrukte, dat er twee soorten vectoren zijn: de “forces”, die over één-dimensionale
objecten worden geintegreerd, zoals E en H en de “fluxions”, die over twee-dimensionale objecten
worden geintegreerd, zoals D, B en I.

De krachtvelden F en H zijn 1-vormen, net als de krachtvelden in §6.5. Dit wordt nog verder
bevestigd door de wet van Lorentz. Deze geeft de kracht k = %, die een deeltje met lading e van
het electromagnetische veld ondervindt, als:

k=e(E—B-v). (6.6.23)

Hierin is v = % de snelheid van het deeltje en B - v is de het inproduct van de 2-vorm B met de
vector v, dus een 1-vorm. p is de relativistische impuls.
In de gebruikelijke notatie wordt de term B-v als een uitwendig product geschreven. Verklaring:
als w de standaard 3-vorm in R3 voorstelt, dan is B = w - b voor de vector b = (By, By, B3) € R?,
dus
(B-v) w=w(, v, w) =(bxv, w)

voor iedere w € R3. Hierin is b x v het klassicke uitwendige product in R3.

Het is belangrijk om ook tijdsafhankelijke co6rdinatentransformaties in het electromagnetisme
toe te laten, om te zien hoe de vergelijkingen er in “bewegende codrdinaten” uit zien. Om deze
overzichtelijk te houden, formuleren we de Maxwell-vergelijkingen in termen van grootheden, die
in de positie-tijd-variéteit U codrdinaatinvariant zijn gedefinieerd.

Om te beginnen beschouwen we de 2-vorm

B:=DB+EAdt

in de vier-dimensionale (x, t)-ruimte. Merk op dat iedere 2-vorm in de (z, t)-ruimte zo geschreven
kan worden, met eenduidig bepaalde B, resp. E als in (6.6.10), resp. (6.6.7) en met coéfficiénten
die van (z, t) afhangen. We zien dat

dB = d, B+ 22 A dt,

dE = d,E — £ A dt,
dus (6.6.14) en (6.6.16) samen zijn equivalent met:
dB =0. (6.6.24)
Hierdoor aangemoedigd, introduceren we vervolgens de 2-vorm

D:=D—-HAdt
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en de 3-vorm
R:=p—1Adt

in de 4-dimensionale (z, t)-ruimte. Hiermee worden (6.6.13) en (6.6.15) samen equivalent met
dD = R. (6.6.25)

Tenslotte voeren we in, voor iedere u = (z, t), de lineaire afbeelding 6, van M, := \*(T, U)*
naar zichzelf, gegeven door

0y : B+ ENdt — e, (E) — (. 1(B)) Adt. (6.6.26)
Met deze definities zijn de “materiaalvergelijkingen” (6.6.17) en (6.6.18) samen equivalent met

D =0B. (6.6.27)

Beschouwen we 6 en R als gegeven, dan kunnen we (6.6.27) opvatten als definitie van D en
krijgen we voor de onbekende B het stelsel vergelijkingen (6.6.24), gecombineerd met

d(0B) = R. (6.6.28)

Hierin is de onbekende de 2-vorm B in de 4-dimensionale variéteit U; in lokale cotrdinaten gegeven
door een RS-waardige functie van 4 variabelen, immers dim M, = 6.

Een poging tot vereenvoudiging is de opmerking dat (6.6.24) lokaal (en globaal in een samen-
trekbare ruimte U) equivalent is met de existentie van een 1-vorm A in U, waarvoor

B =dA.

Zo'n A wordt een vectorpotentiaal voor B genoemd. De vergelijking (6.6.28) voor B is dan equivalent
met het tweede orde stelsel

d(6(dA)) = R. (6.6.29)

Hierin is de onbekende A in lokale cosrdinaten een R*-waardige functie van 4 variabelen, evenals het
rechterlid R in (6.6.29), dus het stelsel (6.6.29) bestaat uit 4 partiéle differentiaalvergelijkingen voor
4 onbekenden. Opgemerkt dient echter te worden, dat de vectorpotentiaal A verre van eenduidig is
bepaald, men kan er iedere gesloten 1-vorm, dus iedere df voor een functie f, bij optellen, zonder
dat dit tot een ander electromagnetisch veld leidt.

Een verdere analyse verdient de lineaire afbeelding 6, : M, — M, uit (6.6.26), waarin de
gegevens van het medium zijn gecombineerd. De bilineaire afbeelding

(B, B) — (6, B) A B,

van M, x M, naar de 1-dimensionale ruimte der 4-vormen, is symmetrisch, is niet-gedegenereerd
en heeft index gelijk aan 3, de helft van dim M,. Deze eigenschappen heeft zij gemeen met de
bilineaire vorm

(B, B) — BAB.

Toch zijn deze beide symmetrische bilineaire vormen verre van gelijk, de afbeelding 6, heeft zelfs
zuiver imaginaire eigenwaarden.
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In dit verhaal is geen aandacht besteed aan de vergelijking
I=0F, (6.6.30)

die men dikwijls ook nog ziet toegevoegd aan het Maxwell-stelsel. Hierin is o de geleidingsco éfficiént,
een voor het medium karakteristiek grootheid van dezelfde soort als € en pu.

Zeer interessant is de ontdekking van Maxwell en Hertz, dat licht een electromagnetisch ver-
schijnsel is. Voor de behandeling van die verschijnselen uit de optica die als gevolg van de Max-
well-vergelijkingen kunnen worden opgevat, zie [2] of [10]. Daarin wordt ook aandacht besteed aan
de geometrische optica als hoogfrequente limiet. Deze wordt beschreven door de Hamilton-Jacobi-
theorie, als in Opmerking 6.2.1.

6.7 Opgaven

6.7.1 Zij B een constante pseudo-Riemann-structuur in R”. Bewijs dat ® een (%-afbeelding is
van R” naar R™ met ®*3 = 3, dan en slechts dan als

O :z— Alx) + a,
met a € R", A € L(R", R") en
Z A ﬁzy A - ﬁkl

1,j=1

voor alle k, Il =1,..., n.

6.7.2 Zij ( een continu differentieerbare pseudo-Riemann-structuur in lokale codérdinaten om het
punt z. Bewijs dat de volgende uitspraken a)-d) equivalent zijn.

a) OpBij(x) =0 voor alle i, j, k.

b Fék( x) = 0 voor alle 1, j, k.

c = R" x {0} voor iedere v € R™.

)
)
) H
) v

d ( ) = 0 voor iedere geodeet v(t) met y(s) =

6.7.3 Zij X een n-dimensionale deelvariéteit van RP, voorzien van de Riemann-structuur vekregen
door beperking van het standaard inprodukt tot de raakruimten T, X C RP. Zij x € X. Kies een
orthonormale basis van T, X, breid deze uit tot een orthonormale basis in R? en ga over op de
coordinaten in RP ten aanzien van deze nieuwe basis. Bewijs dat hiervoor de projectie van X naar
de eerste n codrdinaten een lokale kaart x om x als in Gevolg 6.1.6 definieert.

6.7.4 7Zij X een deelvariéteit van RP, voorzien van de Riemann-structuur die is verkregen door
beperking van het standaard inprodukt tot de raakruimten T, X C RP. Zij  een differentieerbaar
vectorveld in X, langs een kromme 7. Bewijs dat Vi(t) gelijk is aan die vector a(t) € T, X
waarvoor het verschil van ¢'(t) € RP en «a(t) loodrecht staat op T.) X. Bewijs dat een tweemaal
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differentieerbare kromme 7 in X een geodeet is, dan en slechts dan als v”(¢) loodrecht staat op
T+ () X, voor iedere t. Laat zien dat als X = S de (p — 1)-dimensionale sfeer in R? is, dan zijn de
geodeten de grote cirkels in S, met constante snelheid doorlopen.

6.7.5 Zij f een (-functie in een open deelverzameling P van T* X. Zij

t—ps(t) = (z5(t), &5(t))

een oplossing van het Hamilton-stelsel van f, die continu differentieerbaar afhangt van de parameter
s. Neem aan dat ps periodiek is, met een minimale periode T'(s) die ook continu differentieerbaar
athangt van s. Bewijs dat het beeld een (!'-deelvariéteit C(s) van P is, diffeomorf met een cirkel.
Schrijf E(s) = f(ps(t)). Bewijs dat

ds
Hierin is o de kanonieke 1-vorm in T* X.

6.7.6 Zij f een C'-functie in een open deelverzameling P van T* X en zij o de kanonieke 1-vorm
in T* X. Definieer, voor iedere Cl-kromme ~ in P:

F(y) = /(v*f ~dt — ).

Onderzoek de stationaire krommen v voor de functionaal F.

6.7.7 Veronderstel dat p een positieve scalar is en € een diagonaalmatrix met positieve eigen-
waarden. Bepaal de oplossingen van het Maxwell-stelsel, met p =0, I =0 en

B = it ) fr
o= ei(’rt-l-(x,{)) ﬁ,

waarin E en H niet van z of t afhangen en 7 € R, £ € R3 constante frequentiefactoren zijn. Laat
zien dat het Maxwell-stelsel trillingen met willekeurig grote frequentie toelaat.

6.7.8 Bewijs dat dR = 0, en dat dit equivalent is met de wet van behoud van lading

% 4 d,1=0. (6.7.1)
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