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1. HET CONVOLUTIEPRODUKT

Stelling: Laat f, g, h : R → C begrensde, stuks-

gewijs continue en absoluut integreerbare func-

ties zijn. Dan

(f ∗ g)(x) :=

∫ ∞

−∞
f(ξ)g(x− ξ) dξ <∞

en

1. f ∗ g = g ∗ f

2. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

3. f ∗ (g+ h) = (f ∗ g) + (f ∗ h)

4. f ∗ 0 = 0 waarin 0(x) ≡ 0

5.

∫ ∞

−∞
(f ∗ g)(x) dx =

(∫ ∞

−∞
f(ξ) dξ

)(∫ ∞

−∞
g(η) dη

)

6.
̂

(f ∗ g) = f̂ ĝ en ̂(fg) = 1
2π(f̂ ∗ ĝ)

Als bovendien f ′ en g′ stuksgewijs continu en

absoluut integreerbaar zijn, dan

(f ∗ g)′ = f ′ ∗ g = f ∗ g′
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Voor λ = α+ iω met α 6= 0 definieer

fλ(t) =





{
0, t < 0

eλt, t ≥ 0

}
als α < 0,

{
0, t > 0

−eλt, t ≤ 0

}
als α > 0.

Stelling: Neem aan dat de veelterm

P (z) = zn+an−1z
n−1+. . .+a1z+a0 =

r∏

j=1

(z−λj)mj

geen nulpunten heeft op de imaginaire as. Schrijf

de breuksplitsing

1

P (z)
=

r∑

j=1




mj∑

m=1

cj,m

(z − λj)
m


 .

Dan voor

g(t) =
r∑

j=1




mj∑

m=1

cj,m
tm−1

(m− 1)!


 fλj(t)

geldt

ĝ(s) =
1

P (is)
.
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Het convolutieprodukt en LDV

De veelterm

P (z) := zn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0, aj ∈ R,

heet de karakteristieke veelterm van de lineaire

differentiaalvergelijking (LDV)

dnv

dtn
+ an−1

dn−1v

dtn−1
+ · · · + a1

dv

dt
+ a0v = u(t).

Zijn Fouriergetransformeerde is

P (is)v̂(s) = û(s)

waaruit volgt dat

v̂(s) =
1

P (is)
û(s).

Stelling: Veronderstel dat P (z) geen nulpun-

ten heeft op de imaginaire as. Als u : R → R

begrensd, stuksgewijs continu en absoluut inte-

greerbaar is, dan wordt een speciale oplossing

van de LDV gegeven door

v(t) = (g ∗ u)(t).
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2. DISTRIBUTIES

Zij V een lineaire ruimte van testfuncties f : R →
C. Een distributie op V is een lineaire continue

afbeelding (functionaal)

D : V → C, f 7→ D(f)

d.w.z.

D(c1f1 + c2f2) = c1D(f1) + c2D(f2)

voor alle c1,2 ∈ C en f1,2 ∈ V , en D(fn) → D(g)

als fn → g in V .

Voor de ruimte V , nemen we in het vervolg

C := {f ∈ C∞ : f(x) = 0 voor alle |x| ≥ rf}
of

S :=

{
f ∈ C∞ :

∣∣∣f (k)(x)
∣∣∣ = O

(
1

|x|j

)
als |x| → ∞ ∀k, j ∈ N

}

Lemma: Als f ∈ S dan is f̂ ∈ S ook.

Iedere stuksgewijs continue en begrensde func-

tie ϕ : R → C definieert een reguliere distributie

op V = C of S als volgt:

f 7→ Dϕ(f) :=

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x) dx
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De Heaviside functie

H(x) :=

{
0 als x < 0,
1 als x ≥ 0.

H

1

x0

Bij de functie H hoort de reguliere Heaviside

distributie op V = C of S:

DH(f) =

∫ ∞

0
f(x) dx
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De Dirac delta-functie

De distributie f 7→ f(0) op V = C of S heet

de Dirac delta-distributie.

Zij ϕε ∈ C∞ voor ε > 0 en voldoet aan

• lim
ε↓0

ϕε(x) = 0 voor x 6= 0;

•
∫ ∞

−∞
ϕε(x) dx = 1 voor iedere ε > 0.

Dan voor iedere f ∈ V geldt

lim
ε↓0

∫ ∞

−∞
f(x)ϕε(x) dx = f(0).

In de Natuurkunde zegt men dan dat ϕε(x) con-

vergeert naar de “Dirac delta-functie” δ(x) en

schrijft
∫ ∞

−∞
f(x)δ(x) dx = f(0)

ofwel Dδ(f) := f(0). De delta-functie voldoet

dan aan het volgende

δ(x) = 0 voor x 6= 0 maar

∫ ∞

−∞
δ(x) dx = 1.
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Afgeleiden van distributies

Zij D : V → R een distributie op V = C of S.

Dan heet de distributie f 7→ D′(f) := − D(f ′)
de afgeleide van D.

Er geldt D′
H(f) = f(0) en D′

δ(f) = −f ′(0).

Als ϕ een continu-differentieerbare functie met

begrensde ϕ′ is, dan geldt het volgende voor de

reguliere distributie Dϕ(f) op V :

Dϕ′(f) = D′
ϕ(f).

Voor de Heaviside distributie schrijven we

DH ′(f) ≡ D′
H(f) = f(0) = Dδ(f)

zodat

H ′(x) = δ(x).

Voor de Dirac delta-distributie schrijven we

Dδ′(f) ≡ D′
δ(f) = −f ′(0)

zodat
∫ ∞

−∞
f(x)δ′(x) dx = −

∫ ∞

−∞
f ′(x)δ(x) dx = −f ′(0).
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Zij D : V → R een distributie op V = C of S.

Het produkt met een functie: Zij η : R → C

een functie zodat ηf ∈ V voor alle f ∈ V . Dan

is

ηD(f) := D(ηf).

Voor een reguliere distributie Dϕ geldt dan dat

ηDϕ(f) = Dηϕ(f).
Er geldt dus xDδ(f) = 0 zodat xδ(x) = 0.

Lineaire substituties: y = ax− b, a 6= 0.

D̃(f) := D(f
˜
) waarin f

˜
(y) =

1

|a|
f

(
y+ b

a

)
.

Voor een reguliere distributie Dϕ geldt dan dat

D̃ϕ(f) = Dϕ̃(f) waarin ϕ̃(x) = ϕ(ax− b).

Er geldt ook dat

D̃δ(f) = f̃(0) =
1

|a|
f

(
b

a

)

waaruit volgt

δ(ax) =
1

|a|
δ(x) en

∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− b) dx = f(b)
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Fouriertransformatie van distributies op S

D̂(f) := D(f̂) voor iedere f ∈ S

1. Voor en reguliere distributie Dϕ op S met

begrensde stuksgewijs continue en absoluut

integreerbare functie ϕ : R → C geldt dat

D̂ϕ(f) = Dϕ̂(f).

2. Voor

D1(f) =
∫ ∞

−∞
f(x) dx

geldt D1̂(f) ≡ D̂1(f) = 2πf(0) = 2πDδ(f)
zodat

∫ ∞

−∞
e−isxdx = 2πδ(s)

3. Voor Dδ(f) = f(0) geldt

D
δ̂
(f) ≡ D̂δ(f) = f̂(0) =

∫ ∞

−∞
f(x) dx = D1(f)

zodat δ̂(s) = 1.

4. Er geldt (D̂)′ = −isD en ̂(D′) = ixD̂
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Distributies en LD vergelijkingen

(Lv) := v(n)+an−1v
(n−1)v+· · ·+a1v

′+a0v = u(x)

met een stuksgewijs continue functie u. Een

functie v : R → R heet een gegeneraliseerde

oplossing van deze LDV als

(LDv)(f) = Du(f) voor alle f ∈ C.
Hierin

(LDv)(f) := D(n)
v (f)+an−1D(n−1)

v (f)+· · ·+a0Dv(f).

Een functie G : R → R die voldoet aan

(LG)(x) = δ(x),

d.w.z. waarvoor geldt dat (LDG)(f) = f(0) voor

alle f ∈ C, heet de functie van Green voor de

differentiaaloperator L.

Lemma: Stel dat w ∈ Cn voldoet aan Lw = 0

en

w(0) = w′(0) = · · · = w(n−2) = 0, w(n−1)(0) = 1.

Dan wordt de functie van Green gegeven door

G(x) = H(x)w(x),

waarin H de Heaviside functie is.
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Zij

(Lv) := v(n) + an−1v
(n−1)v+ · · · + a1v

′ + a0v

met aj ∈ R. Laat G de functie van Green van L

zijn.

Stelling: Stel dat u : R → R een stuksgewijs-

continue en absoluut integreerbare functie is, en

dat de karakteristieke veelterm van L, d.w.z.

P (z) := zn + an−1z
n−1 + · · · + a1z+ a0

geen nulpunten heeft met Re(z) > 0. Dan is de

functie van Geen G(x) = H(x)w(x) begrensd en

is

v(x) = (G ∗ u)(x)

de gegeneraliseerde oplossing van Lv = u.

Als P (z) geen nulpunten met Re(z) ≥ 0 heeft,

dan geldt

Ĝ(s) =
1

P (is)
.
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3. PARTIËLE LDV

Eigenwaardeproblemen voor d2

dx2
op [0, L]

Stelling: Het randwaardeprobleem

ϕ′′(x) = λϕ(x), ϕ(0) = ϕ(L) = 0

heeft een niet-triviale oplossing ϕ dan en slechts

dan als

λ = λn = −
(
πn

L

)2
, n = 1,2,3, . . . .

De bijbehorende oplossing is

ϕn(x) = sin

(
πnx

L

)

Stelling: Het randwaardeprobleem

ψ′′(x) = λψ(x), ψ′(0) = ψ′(L) = 0

heeft een niet-triviale oplossing ψ dan en slechts

dan als

λ = λn = −
(
πn

L

)2
, n = 0,1,2,3, . . . .

De bijbehorende oplossing is

ψn(x) = cos

(
πnx

L

)
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De warmtevergelijking op [0, L]: u = u(x, t)

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
,

{
u(0, t) = u(L, t) = 0, t ≥ 0
u(x,0) = g(x), x ∈ [0, L].

De scheiding van variabelen u(x, t) = X(x)T (t)

geeft

Ṫ (t)

a2T (t)
=
X ′′(x)
X(x)

= λ = const

ofwel
{
X ′′(x) = λX(x), X(0) = X(L) = 0,

Ṫ (t) = λa2T (t).

Stelling: Als g ∈ C2([0, L],R) met

g(0) = g(L) = 0

dan wordt de oplossing gegeven door

u(x, t) =
∞∑

n=1

bnun(x, t)

met

un(x, t) = e
−
(
πn

L

)2
a2t

sin

(
πnx

L

)

en

bn =
2

L

∫ L
0
g(x) sin

(
πnx

L

)
dx.
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De golfvergelijking op [0, L]: u = u(x, t)

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
,





u(0, t) = u(L, t) = 0, t ≥ 0
u(x,0) = g(x), x ∈ [0, L],
∂u(x,0)
∂t

= f(x), x ∈ [0, L].

De substitutie u(x, t) = X(x)T (t) geeft
{
X ′′(x) = λX(x), X(0) = X(L) = 0,

T̈ (t) = λc2T (t).

Stelling: Als g, f ∈ C2([0, L],R) met

g(0) = g(L) = 0

dan wordt de oplossing gegeven door

u(x, t) =
∞∑

n=1

[bnun(x, t) + cnvn(x, t)]

met

un(x, t) = cos

(
πcnt

L

)
sin

(
πnx

L

)
,

vn(x, t) = sin

(
πcnt

L

)
sin

(
πnx

L

)

en

bn =
2

L

∫ L
0
g(x) sin

(
πnx

L

)
dx,

cn =
2

πcn

∫ L
0
f(x) sin

(
πnx

L

)
dx
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De warmtevergelijking op R: u = u(x, t)

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, u(x,0) = g(x)

De Fouriergetransformeerde van de oplossing

û(s, t) =

∫ ∞

−∞
e−isxu(x, t) dx

voldoet aan het beginwaardeprobleem

∂û(s, t)

∂t
= −a2s2û(s, t), û(s,0) = ĝ(s)

Dus geldt

û(s, t) = e−a
2s2t ĝ(s) = Ĝ(s, t)ĝ(s)

waarin

G(x, t) =
1

2a
√
πt

e
− x2

4a2t.

Stelling: Als g, g′ en g′′ continu en absoluut

integreerbaar zijn, dan geldt voor t > 0

u(x, t) = (G(·, t) ∗ g)(x)

ofwel

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ ∞

−∞
e
−(x−ξ)2

4a2t g(ξ) dξ

(de formule van Poisson).
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De golfvergelijking op R: u = u(x, t)

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
,

{
u(x,0) = g(x),
∂u(x,0)
∂t

= f(x).

De Fouriergetransformeerde û(s, t) van de oploss-

ing voldoet aan het beginwaardeprobleem

∂2û(s, t)

∂t2
= −c2s2û(s, t),

{
û(s,0) = ĝ(s),
∂û(s,0)
∂t

= f̂(s).

Dus geldt

û(s, t) =
1

2

[
ĝ(s)ei(ct)s + ĝ(s)e−i(ct)s

]

+
1

2c

[
F̂ (s)ei(ct)s − F̂ (s)e−i(ct)s

]
,

waarin f(x) = F ′(x) en dus f̂(s) = isF̂ (s).

Stelling: Als g, g′, g′′, f en f ′ continu en ab-

soluut integreerbaar zijn, dan is

u(x, t) =
1

2
[g(x+ct)+g(x−ct)]+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
f(ξ) dξ

(de formule van d’Alembert).
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4. n-DIMENSIONALE FOURIERREEKSEN

Zij f : Rn → C een tweemaal continu differen-

tieerbare functie van x ∈ Rn.

n = 1 : f(x+ T ) = f(x), ω :=
2π

T
, T > 0.

f(x) =
∞∑

k=−∞
cke

iωkx met ck =
1

T

∫ T
0
e−iωkx f(x) dx

n = 2 : f(x1+T1, x2) = f(x1, x2+T2) = f(x1, x2),

ω1 :=
2π

T1
, ω2 :=

2π

T2
, T1,2 > 0.

f(x) =
∑

(
k1
k2

)
∈Z2

ck1,k2 e
i(ξ(k1,k2)·x)

met

ck1,k2 =
1

T1T2

∫ T1

0

∫ T2

0
e−i(ξ(k1,k2)·x)f(x) dx

Hierin

x =

(
x1
x2

)
∈ R2, ξ(k1, k2) =

(
ω1k1
ω2k2

)
∈ R2,

dx = dx1dx2 en (ξ · x) := ξ1x1 + ξ2x2.

18



n > 2 : ωj :=
2π

Tj
, Tj > 0, j = 1,2, . . . , n.

f(x1 + T1, x2, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xn),

f(x1, x2 + T2, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xn),
...

f(x1, x2, . . . , xn + Tn) = f(x1, x2, . . . , xn).

Dan geldt

f(x) =
∑

k∈Zn

ck e
i(ξ(k)·x)

met

ck =
1

T1 · · ·Tn

∫ T1

0
· · ·

∫ Tn
0

e−i(ξ(k)·x)f(x) dx

Hierin dx = dx1dx2 · · · dxn,

x ∈ Rn, ξ(k) :=




ω1k1
ω2k2

...
ωnkn


 ∈ Rn,

en

(ξ · x) := ξ1x1 + ξ2x2 + · · · + ξnxn.
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5. n-DIM FOURIERTRANSFORMATIES

n = 1 n ≥ 1

f : R → C f : Rn → C

(Ff)(ξ) ≡ f̂(ξ) =
∫ ∞
−∞ f(x)e−iξxdx,

x, ξ ∈ R

(Ff)(ξ) ≡ f̂(ξ) =
∫

Rn
f(x)e−i(ξ·x)dx,

x, ξ ∈ Rn, ξ · x =
∑n

j=1
ξjxj

dx = dx1dx2 · · · dxn

f(x) = 1
2π

∫ ∞
−∞ f̂(ξ)eixξdξ f(x) = 1

(2π)n

∫
Rn
f̂(ξ)ei(x·ξ)dξ

(F−1f)(ξ) = 1
2π

(Ff)(−ξ) (F−1f)(ξ) = 1
(2π)n

(Ff)(−ξ)

f̂ ′(ξ) = iξf̂(ξ) ∂̂f

∂xj
(ξ) = iξjf̂(ξ), j = 1,2, . . . , n

(f ∗ g)(x) =
∫ ∞
−∞ f(ξ)g(x− ξ) dξ (f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(ξ)g(x− ξ) dξ

̂(f ∗ g)(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ)

(̂fg)(ξ) = 1
2π

(f̂ ∗ ĝ)(ξ)

̂(f ∗ g)(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ)

(̂fg)(ξ) = 1
(2π)n

(f̂ ∗ ĝ)(ξ)
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6. MEERDIMENSIONALE DISTRIBUTIES

Zij f : Rn → C een testfunctie uit

C := {f ∈ C∞ : f(x) = 0 voor alle ‖x‖ ≥ rf}
of

S :=




f ∈ C∞ :

∣∣∣∣∣∣
∂fk1+k2+···+kn(x)

∂x
k1
1 ∂x

k2
2 · · · ∂xknn

∣∣∣∣∣∣
= O

(
1

‖x‖j

)

als ‖x‖ → ∞ ∀ki, j ∈ N





Een lineaire continue afbeelding

D : V → C, f 7→ D(f)

heet een distributie als V = C of S.

Iedere stuksgewijs continue en begrensde functie

ϕ : Rn → C definieert de reguliere distributie:

f 7→ Dϕ(f) :=
∫

Rn
f(x)ϕ(x) dx

De distributie f 7→ Dδ := f(0) heet de Dirac

delta-distributie. Men schrijft

Dδ(f) ≡
∫

Rn
f(x)δ(x) dx = f(0)

waarin δ(x) = δ(x1)δ(x2) · · · δ(xn) de delta-functie

op Rn:

δ(x) = 0 voor x 6= 0 maar

∫

Rn
δ(x) dx = 1.
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Zij D : V → R een distributie op V = C of S.

Het produkt met een functie: Zij η : Rn → C

een functie zó dat ηf ∈ V voor alle f ∈ V . Dan

is

ηD(f) := D(ηf).

Voor een reguliere distributie Dϕ geldt dan dat

ηDϕ(f) = Dηϕ(f).
Lineaire substituties:

y = Ax−b, x, y, b ∈ Rn, A ∈ Rn×n met detA 6= 0.

D̃(f) := D(f
˜
) waarin f

˜
(y) =

1

|detA|
f
(
A−1(y+ b)

)
.

Voor een reguliere distributie Dϕ geldt dan dat

D̃ϕ(f) = Dϕ̃(f) waarin ϕ̃(x) = ϕ(Ax− b).

Er geldt ook dat

D̃δ(f) = f̃(0) =
1

|detA|
f(A−1b)

waaruit volgt

δ(Ax) =
1

|detA|δ(x) en

∫

Rn
f(x)δ(x−b) dx = f(b)
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Fouriertransformatie van meerdimensionale

distributies

D̂(f) := D(f̂) voor iedere f ∈ S

1. Voor en reguliere distributie Dϕ met absoluut

integreerbare ϕ geldt dat D̂ϕ(f) = Dϕ̂(f).

2. Voor

D1(f) =

∫

Rn
f(x) dx

geldt D1̂(f) ≡ D̂1(f) = (2π)nf(0) = (2π)nDδ(f)
zodat

∫

Rn
e−i(s·x)dx = (2π)nδ(s)

3. Voor Dδ(f) = f(0) geldt

D
δ̂
(f) ≡ D̂δ(f) = f̂(0) =

∫

Rn
f(x) dx = D1(f)

zodat δ̂(s) = 1.

4. Voor de afgeleide distributie

D′
xj

(f) := −D
(
∂f

∂xj

)

geldt
̂

(D′
xj

) = ixjD̂.

23



Meerdimensionale functies van Green

Zij L : V → V een differentiaaloperator met con-

stante coëfficiënten. Een functie G : Rn → R

heet de functie van Green van L als

LG(x) = δ(x)

d.w.z. (LDG)(f) = f(0) voor alle f ∈ V .

Stelling: De functies van Green van

L = ∆ :=
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ · · · + ∂2

∂x2n

met n = 2 en 3 zijn gegeven door

n = 2 : G(x) = − 1

2π
ln

(
1

‖x‖

)
,

n = 3 : G(x) = − 1

4π‖x‖ .

Zij G de functie van Geen van L en u : Rn → R.

Als u en

v(x) = (G ∗ u)(x) :=
∫

Rn
G(ξ)u(x− ξ) dξ

de reguliere distributies definiëren, dan

(LDv)(f) = Du(f) voor alle f ∈ V ,

ofwel v een gegeneraliseerde oplossing is van

Lv = u.
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