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1. HET CONVOLUTIEPRODUKT

Stelling: Laat f,g,h : R — C begrensde, stuks-
gewijs continue en absoluut integreerbare func-
ties zijn. Dan

(Fe)@ = |

@)

J(©)gla — &) dg < o0

en
1. frg=gx*f

2. (fxg)xh=fx(gxh)

3. fx(g+h)=(fxg)+ (f=*h)

4. f+*0=0 waarin 0(x) =0

5. [ (@ de= ([ 1@ de) ([ g dn)

6. (f+9)=fgen (fg) = =(F*9)

Als bovendien f' en ¢’ stuksgewijs continu en
absoluut integreerbaar zijn, dan

(fxg) =fxg=fxg



Voor A = a + iww met a # 0 definieer

( 0, t<0 s <0
f(t)_< €>\t, tZO Oé )

AVES = 0, t>0
At 1 <0 als a > 0.

Stelling: Neem aan dat de veelterm

P(z) = Zn‘l'an—lzn_l‘l" ..Faiz4ag = H (Z—)\j)mj
j=1

geen nulpunten heeft op de imaginaire as. Schrijf
de breuksplitsing

1 . r mj Cj,m
P(z) 2 (Z (z—)\j)m) '

j=1 \m=1
Dan voor
r m; gm—1
g(t) = j; (m; iy 1)!> ;@)
geldt
9(s) = —




Het convolutieprodukt en LDV
De veelterm

P(z) =2"4a, 12" '+ +aiz+ ap, a; € R,

heet de karakteristieke veelterm van de lineaire
differentiaalvergelijking (LDV)
d" v d"— 1y

e T =1 =

d
—I—---—I—ald—:—l—aov:u(t).

Zijn Fouriergetransformeerde is
P(is)v(s) = u(s)

waaruit volgt dat

a(s) =

P(is)

u(s).

Stelling: Veronderstel dat P(z) geen nulpun-
ten heeft op de imaginaire as. Als u : R — R
begrensd, stuksgewijs continu en absoluut inte-
greerbaar is, dan wordt een speciale oplossing
van de LDV gegeven door

v(t) = (g *u)(t).



2. DISTRIBUTIES

Zij V een lineaire ruimte van testfuncties f : R —
C. Een distributie op V is een lineaire continue
afbeelding (functionaal)

D:V—-C, f—D(f)

d.w.z.

D(c1f1 + caf2) = c1D(f1) + c2D(f2)

voor alle c;o € Cen f12 €V, en D(fn) — D(g)
als fn, - g in V.,

Voor de ruimte V, nemen we in het vervolg
C = {feC”: f(x) =0 voor alle |z|>rs}
of
S = {fEOOO : |f(k)(a:)| :o(i) als || — oo Vk,jEN}

|7

Lemma: Als f €S dan is f € S ook.

Iedere stuksgewijs continue en begrensde func-
tie ¢ : R — C definieert een reguliere distributie
op V =C of § als volgt:

fro Do) = |

@)

. fx)e(z) da



De Heaviside functie

L O alsx <O,
H(z) = {1 als z > 0.
H
1 @
y e
0 x

Bij de functie H hoort de reguliere Heaviside
distributie op V = C of S:

Dy (f) = /OOO f(z) dx



De Dirac delta-functie

De distributie f — f(0) op V = C of S heet
de Dirac delta-distributie.

Zij pe € C°° voor € > 0 en voldoet aan

e limy:(xz) =0 voor z # 0;
el0

@)
o / ve(x) de = 1 voor iedere € > 0.

— 00

Dan voor iedere f € V geldt
] ©.@)
lim f(x)pe(z) dz = f(0).
el0 J—o0
In de Natuurkunde zegt men dan dat ¢:(x) con-

vergeert naar de “Dirac delta-functie” §(x) en
schrijft

| 1@)s(2) dz = 1(0)

ofwel Ds(f) := f(0). De delta-functie voldoet
dan aan het volgende

© @)
0(x) = 0 voor z = 0 maar / O(x) doe = 1.

— 00



Afgeleiden van distributies

Zij D:V — R een distributie op V = C of S.
Dan heet de distributie f — D/'(f) = —D(f")
de afgeleide van D.

Er geldt D (f) = f(0) en Di(f) = —f/(0).

Als ¢ een continu-differentieerbare functie met
begrensde ¢’ is, dan geldt het volgende voor de
reguliere distributie Dy (f) op V:

Dy (f) = Dy,(f).
Voor de Heaviside distributie schrijven we
Dy(f) =Dy (f) = f(0) = Ds(f)
zodat
H'(z) = §(x).
Voor de Dirac delta-distributie schrijven we
Ds(f) = Ds(f) = —f'(0)

zodat

/O:O f(:U)(S/(x) dr = — /_O:O f/(:U)(S(x) dr = —f,(O).
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Zij D:V — R een distributie op V =C of S.

Het produkt met een functie: Zijn: R - C
een functie zodat nf € V voor alle f € V. Dan
IS

nD(f) = D(nf).
Voor een reguliere distributie D, geldt dan dat

anp(f) = Dnep(f)-
Er geldt dus xDs(f) = 0 zodat zé(x) = O.

Lineaire substituties: y =ax — b, a # 0.
Y+ b)

a

D(f) = D(f) waarin [(y)zif(

al

Voor een reguliere distributie D, geldt dan dat

ngo(f) = Dgz(f) waarin ¢(z) = ¢(azx — b).
Er geldt ook dat
_ _ 1 b
Dé(f) = f(0) = mf <a)
waaruit volgt
5(ax) = —5(x) en /0; F(2)8(x — b) dz = £(b)

al -
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Fouriertransformatie van distributies op S

D(f) := D(f) voor iedere fe S

1. Voor en reguliere distributie D, op § met
begrensde stuksgewijs continue en absoluut
integreerbare functie ¢ : R — C geldt dat

Do (f) = Dy(f).

2. Voor
Di(N)= [ f@)de
geldt D;(f) = D1(f) = 27f(0) = 2nDs(f)
zodat

©.@) .
/ e dxr = 27wH(s)
— 0

3. Voor Ds(f) = f(0) geldt

D;(f) =Ds(f) = f(O) = |

oo

(@) do = Dy())

zodat §(s) = 1.

4. Er geldt (D) = —isD en (D') = izD
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Distributies en LD vergelijkingen

(Lv) = ’U(n)—l-an_lv(n_l)v—F- Fa1v+agy = u(x)

met een stuksgewijs continue functie u. Een
functie v : R — R heet een gegeneraliseerde
oplossing van deze LDV als

(LDy)(f) = Dyu(f) voor alle f eC.
Hierin

(LDY)(f) 1= DS (f)4an_1DS V(F)+- - +aoDu(f).

Een functie GG : R — R die voldoet aan

(LG)(z) = 6(x),

d.w.z. waarvoor geldt dat (LDg)(f) = f(0) voor
alle f € C, heet de functie van Green voor de
differentiaaloperator L.

Lemma: Stel dat w € C" voldoet aan Lw = 0O
en

w(0) = w'(0) = .. = w2 =0, wV(Q) = 1.
Dan wordt de functie van Green gegeven door
G(z) = H(z)w(x),

waarin H de Heaviside functie is.
11



Zij
(Lv) = p() 4 an_lv(n_l)v + . 4 a1’ + agu

met a;j € R. Laat G de functie van Green van L
Zijn.

Stelling: Stel dat v : R — R een stuksgewijs-
continue en absoluut integreerbare functie is, en
dat de karakteristieke veelterm van L, d.w.z.

Pz =2"4a, 12" '+ -+ajz+ag
geen nulpunten heeft met Re(z) > 0. Dan is de
functie van Geen G(x) = H(x)w(x) begrensd en
Is

v(z) = (G *u)(x)

de gegeneraliseerde oplossing van Lv = .

Als P(z) geen nulpunten met Re(z) > 0 heeft,
dan geldt
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3. PARTIELE LDV

2
Eigenwaardeproblemen voor dda:—2 op [0, L]

Stelling: Het randwaardeprobleem

o' () = Xp(z), ¢(0) =¢(L) =0

heeft een niet-triviale oplossing o dan en slechts

dan als
wn

2
>\=>\n=—<f)  n=1,23....

De bijbehorende oplossing is

m™na

on(x) = sin (T)

Stelling: Het randwaardeprobleem

P'(x) = Mp(x), ¢'(0) =¢ (L) =0
heeft een niet-triviale oplossing 1) dan en slechts
dan als

m™wn

2
/\=An=—(f) . n=0,1,2,3,....

De bijbehorende oplossing is
Yn(z) = COs (W_Zm)
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De warmtevergelijking op [0, L]: u = u(x,t)
@_agc‘ﬂ_fu u(0,t) = u(L,t) =0, t>0
8t 8332, u(w, O) — g(:B)a S [07 L]

De scheiding van variabelen u(x,t) = X (x)T(t)
geeft

T  X'(x)

2T (1) = X(2) = A = const
ofwel
X"(z) = MX(z), X(0)=X(L) =0,
T() = Xa?T(t).

Stelling: Als g € C2([0,L],R) met

g(0) =g(L) =0
dan wordt de oplossing gegeven door

@)
u(z,t) = Y brun(z,t)

n=1
met

m™n 2 2

— | —] a“t
un(xz,t) =€ ( L ) sin (Lm)
L

en

2 rL . /T
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De golfvergelijking op [0, L]: u = u(x,t)

p

=5 u0)=g(), weloL]
t z oule.0) — f(z), =€ [0,L]

\

De substitutie u(z,t) = X (x)T'(t) geeft

X" (z) AX(z), X(0)=X(L)=0,
T(t) A2T(t).

Stelling: Als g, f € C2([0,L],R) met

g(0) =g(L) =0
dan wordt de oplossing gegeven door

u(z,t) = Y [brnun(z,t) + cnvn(z, t)]

n=1
met
(z,t) CcOS (mnt) sin (mm)
un(x, = — |,
" L L
w0 = sin () sin (72)
vn(x, = —
" L L
en
2 rL . /Tnx
bn — Z/O g(m) SN (T) dﬂ?,
2 L TN
= — Sin d
cn wen JO f(=) < L ) v
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De warmtevergelijking op R: u = u(xz,t)

ou o 0%u
5 = anz, u(z,0) = g(x)

De Fouriergetransformeerde van de oplossing

oo .
u(s,t) = / e Tu(z,t) do
— 00
voldoet aan het beginwaardeprobleem

ou(s,t)
ot
Dus geldt

u(s,t) = e_a 5% g(s) = G(s t)g(s)

= —a?s%1(s,t), (s,0) = g(s)

waarin
2

_x
e 4a2t,

1
Gla,t) =5 7=

Stelling: Als g,¢' en ¢"” continu en absoluut
integreerbaar zijn, dan geldt voor t > 0O

u(z,t) = (G(-,1) * g)(z)

ofwel

(z—£)2
- 4a?t g(¢) d¢

u(x,t) =

2a\/
(de formule van P0|sson).
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De golfvergelijking op R: v = u(x,t)

02y 5 0%u u(x,0) = g(x),
— = C —,
Ot2 o2 %ﬁ?o) = f(x).
De Fouriergetransformeerde u(s,t) van de oploss-

ing voldoet aan het beginwaardeprobleem

({92@(8,75) 2 2 u(s,0) = g(s),
—_— — 7t ’ u r
3 c“s“u(s,t) % — (s).
Dus geldt

1 : .
@(8, t) — 5 [g(s)ez(ct)s + g(s)e—z(ct)s]
+ 2 [F(s)eleds — ps)eiteds],

2c
waarin f(z) = F'(z) en dus f(s) = isF(s).

Stelling: Als g,¢',¢", f en f' continu en ab-
soluut integreerbaar zijn, dan is

u(e,t) = Llg(atet) +ola—el+o- [ 7€) dg

x—ct

(de formule van d’Alembert).
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4. n-DIMENSIONALE FOURIERREEKSEN

Zij f : R*" — C een tweemaal continu differen-
tieerbare functie van xz € R".

n=1:f(x+7T) = f(x), w:=2?7r, T > 0.

o wk 1 /T . I
f(m): Z Cke%dx met Ck:—/ oW ch(x)dx
k=—o0 T Jo
n=2: f(x14+7T1,22) = f(x1,2o+T>) = f(x1,22),
2m 27
e T—]-, wo = T—Q’ T1’2 > O
f(CU) = Z Chq ks ei(f(kl,kz)'x)
(’,2; >EZ2

w1i .

met

1 Ty 1o o kq1.k~)-
Ckly,@:Tsz/o /o e~ i(6(k1.k2)0) £ (1Y iy

Hierin

x = (“ ) € R?, ¢(ky,kp) = (“’1‘“1 ) c R,

i3y, woko

dr = dxi1dxo> €en (f . x) = &1x1 + &rxo.
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2
n>2: @ﬁzag T;>0, j=1,2,...,n.

J

f(xl —I-T]_,CCQ,...,QZn) f(CC]_,CCQ,...,QZn),
f(x1,20+To,...,2zn) = f(x1,22,...,%n),

f(fC]_,CCQ,...,iEn—I-Tn) — f(fC]_,CCQ,...,iEn).
Dan geldt

flzy= Y c;, e'(6(k)-x)
keZn

met

C. Tl---Tn/O /O e f(x) dx

Hierin dor = dx1dx»> - - - dxp,

wikq
reR", &) = | 22 | eRn,
(.Ufn,kn
en
(- z):= &z1+&xo+ -+ &nxn.
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5. n-DIM FOURIERTRANSFORMATIES

n=1 | n>1
fiR—C f:R*"—=C
_ s = iy (FNE = F© = [, f(@)e ¢ Dda,
= = x)e 8Ty n
FHE) =1 , eff&mf( Je " da, N T
’ dr = dxidxo - - - dxy,
fl@) == [7 F(&)etde f(@) = oy fpn F(©e Ot
(FEHE) = 5=(FNH(=E) (FEHE) = o5 (FH(=E)
7(e) = i€ (e) 2 (6) =g F(€), j=1,2,...,n
(Fr)(@) = [T f(©glx—&)dé (frg)(@) = [, F(©)glw—&)dg
[(ENIGENGNG) (F9)(©) = F(©3(&)
(F9) (&) = =(f+)(©) (f9)(€) = =5 (f * (&)
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6. MEERDIMENSIONALE DISTRIBUTIES

Zij f:R"™ — C een testfunctie uit

C:={feC>®: f(xz) =0 voor alle |[z|>r¢}
of

7

O fkithkattkn(g) 1 )
= (&)

8xlf18x]§2 e 8:137]3”

feCc™®

7\

[EdIE

~"

\ als ||z|| — oo Vk;,7 € N |
Een lineaire continue afbeelding

D:V —-C, f—D(f)
heet een distributie als V = C of S.

Iedere stuksgewijs continue en begrensde functie
¢ : R"™ — C definieert de reguliere distributie:

froDp(f) = [ F@)e(a) da

R
De distributie f — Ds := f(0) heet de Dirac
delta-distributie. Men schrijft

Ds(f) = [, f(@)3(x) da = §(0)

waarin §(x) = §(x1)d6(xo) - - - 6(xy) de delta-functie
op R™:

60(x) = 0 voor x = 0 maar /R" o(x) doe = 1.
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Zij D:V — R een distributie op V =C of S.

Het produkt met een functie: Zijn:R" - C
een functie zo6 dat nf € V voor alle f € V. Dan
IS

nD(f) = Dnf).

Voor een reguliere distributie D, geldt dan dat
anp(f) = Dne(f).

Lineaire substituties:

y = Ax—b, z,y,b € R", AcR"™™ met detA # 0.

1
| det A|

Voor een reguliere distributie D, geldt dan dat
Dy(f) = Dz(f) waarin g(z) = p(Az — b).
Er geldt ook dat

D(f) = D(f) waarin f(y) = FAT G +D).

1
| det A|

Ds(f) = F(0) = F(A™1D)

waaruit volgt

1
| det A|

5(Az) = 5(x) en /Rnf(x)(S(a:—b) dz = f(b)
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Fouriertransformatie van meerdimensionale
distributies

D(f) := D(f) voor iedere feS

1. Voor en reguliere distributie D, met absoluut
integreerbare ¢ geldt dat D,(f) = D@(f).

2. Voor
Di(f) = [ f(2) da

geldt D1 (f) = D1(f) = (2n)"£(0) = (27)"Ds(f)

zodat
/ TP g = (2m)"5(s)
3. Voor Ds(f) = f(0) geldt
D5(f) = Ds(f) = F(0) = | f(a) dz = D1(f)
zodat §(s) = 1.

4. Voor de afgeleide distributie

/ of
o (f) — P (83{)

geldt (25;7.) = iz,;D.
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Meerdimensionale functies van Green

Zij L:V — V een differentiaaloperator met con-
stante coéfficienten. Een functie G : R" — R
heet de functie van Green van L als

LG(xz) = §(x)
d.w.z. (LDg)(f) = f(0) voor alle fe V.

Stelling: De functies van Green van

o2 o2 02
L =A .=
(%24— 2+ +a

met n =2 en 3 zijn gegeven door

| 1 1
n=2: G(x)= _Zln <||SC||>

1

Azl

ac

n=3: G(z)=-—

Zij G de functie van Geen van L en u : R" — R.
Als u en

v(@) = (Gxuw)(@) = [ G©ule—¢) ds
de reguliere distributies definieéren, dan

(LDy)(f) = Dyu(f) voor alle feV,

ofwel v een gegeneraliseerde oplossing is van
Ly = .
24



