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De reeks Y 7, = is divergent. Dus is de reeks Y ~°

" 1 ook divergent volgens het majo-

n=1 \/ﬁ
rantiecriterium omdat \/n < n voor n > 1 en dus a, = ﬁ > % voor n > 1.

T

Alternatief: De oneigenlijke integraal floo % is divergent dus is de reeks Y >, ﬁ ook
divergent wegens het integraalcriterium.

De reeks > 7 27+ (=1" ig convergent wegens het wortelcriterium omdat
n M —14+ (71)71 -1 1
Vlan| = |an|"—2 =2 n o —2 :§<1 als n — oc.

Yo, W is convergent. Inderdaad,

In(lnn)

Inn
(ln n)lnn _ (eln(lnn)) _ e(lnn) In(lnn) _ (elnn) _ nln(lnn) > ’I’L2 VOOT ln(ln 7’L) > 9.

Dus geldt a,, = W < # voor n > N > e . Omdat de recks SN 12 convergeert,
convergeert ook de reeks Y ° \ a, wegens het majorantiecriterium. Dus is ook de reeks

[e.e]
> me oy convergent.

I thz dz is divergent omdat flR h‘Tz dr = [ (Inx) ]1 = % In R) — 00 als R — oo.
OOO r% (ez_xe_, - %) dx is convergent. De functie f(x) = 2 | e — %) is continu op

(0,00) omdat e* — e~ = e¥(1 — e~ 2%) # 0 voor z € (0, 00). Dan geldt
00 1 00
A ﬂthAf@@%[ (@) da

De functie f is continu op (0,1]. Omdat e*® =1+ 2 + %2 + “%3 + O(x*) als x | 0, hebben
we

x 1 1 1 1
v 1) =—2a?10
er —e T 2 2 <1+%m2+0(x3) ) 12m +O(= )

zodat f(z) — —75 als z | 0. Dus bestaat lim, o f(z) en convergeert I7.

Dan geldt
2T ) zler—en) 2), 2
——

~~

I3 Iy

waarin Iy convergeert. Bovendien is g(x) = e* —e™ > z voor alle z > 0 omdat ¢g(0) =
0, ¢(0) = 2 en ¢'(x) > 1 voor alle x > 0. Dus zeker m < r% voor z > 1. Uit de
majorantiestelling voor oneigenlijke integralen volgt dan de convergentie van I3.



3.

(a)

(b)

Enig rekenwerk:

—~ 1 [T . 1 [0 . 1 [7 .
fn = — LT r— / e " dr + — / e e " dx
2 J_, 2 J_, 2m Jo
. . s
— i /0 e(l—in)mdm + i /7T e—(1+in)xd$ _ i e(l—zn):r: _ 6_(1+7’n)x
2 J_, 2m Jo 2r | 1 —in 1+in
L 1—eTme™ e ™1\ 1 (1—eT(=1)" e "(-1)"—1
- 2r 1—in 1+in 2w 1—in 1+in

1 [1T—eT™(=1)"+in—ine " (—=1)" —e ™ (=1)"+ 1+ine " (—1)" —in
2 < (1 —in)(1 +in) >

1 /1—=(=1)"e ™

T < 1+ n? >
De functie f(x) is continu voor alle x € R omdat f(—m) = f(7). Bovendien is f continu-
differentieerbaar voor alle x # 0,7 + 2kw, k € Z, omdat e continu-diferentieerbaar is. In
punten x = 0,7 + 2kw, k € Z, bestaan echter de linker en rechter afgeleiden van functie f
zodat functie f continu en stuksgewijs continu-differentieerbaar is. Bovendien is de reeks
> ﬁeim absoluut convergent wegens een combinatie van het majorantiecriterium en

n=—oo
het limietcriterium:

~ . 11— (=)™ 11+e™™ 1
|fnemz|:; 1+n2 S; 1+n2 :O<ﬁ> als |7’L’—>OO
De Fourier inversie formule geeft dan
o0 (o]
o 1 1—(=1)"e ™
f@)= >0 fae"™=— 3~
n=—oo n=—oo
Er geldt:
I X 1= (=) I & 1= (=)™ 1 & ()" —e™
0) = — S S == S Sy G | L ~
B AP Pl o P Pl e
zodat - -
1 l—e 2™ 1—e?m 1
- 1 _
f0) +e f(Tr)_ﬂ' _2_: 1+ n? m _z: 1+ n?
en
i 1 1427 el 4e’ "
= = .
e n2 1—e2r €T —e T

Ten eerste is functie f(¢) continu en continu-diferentieerbaar voor alle ¢ # +m, omdat
functies (1 + cos t) en 0 continu en continu-differentieerbaar zijn. Verder, de linker en
rechter limieten van functie f(¢) en zijn afgeleide f’(¢) komen overeen (allemaal gelijk aan
nul) in punten ¢t = +x zo dat f(t) overal continu-differentieerbaar blijkt te zijn.

Verder is f absoluut integreerbaar omdat deze continu en nul buiten interval [—m, 7] is.
Ofwel per direkt:

o s
/ |f(t)|dt:/ (14 cos t)dt =27 < 0.

—00 -7



(b) Enig rekenwerk:

> i i . ™ it —it )
/ f(t)e—zstdt = / (1 + cos t)@—lstdt — / <1 + %) et ¢

T . 1 . 1 . e—ist ei(l—s)t e‘i(l‘*‘s)t
— —ist |~ i(l=s)t | — _—i(1+s)t dt —
/?(6 T3 T3e > [—B_%%ﬂ—sf+—%ﬂ+s)
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2e (1 — 52) — ! 1=9)tg(1 4 5) + 711 F9)tg(1 — ) ™
—2is(1 — s2) _

—2(e'™ — e 2sin(ms)
—2is(1 —s2)  s(1—s?)
als s #0,+1 en

ﬂm==/mf®ﬁ=/ZLM%ﬂﬁ:%,
f&D::[:ﬂmmﬁ:[10+£%?:%mﬁ:%%:m

(¢) Volgens de stelling over de Fouriertransformatie is ﬂs) overal continu. Bovendien is de
oneigenlijk integraal [ [f(s)|ds convergent omdat f(s) = O (S%) als |s| — oo.

Dus convergeert f_oo f(s)e"ds en volgens de Fourier inversie formule

. 1 <~ its o 1 o Sin(ﬂ-s) its
)—27r/_oof(s)e ds-w/_m8(1_82)e ds.

Voor t = 3 geldt dan dat

1 = %/_oo % oiT5/2 Jg — %/_oo %(ms(wsﬂ) + isin(ms/2)) ds
_ 1 /°° sin(7s) cos(mws/2) p
T ) s(1 —s2) >
ofwel o . 5
/ sin(ws) cos(mws/ )ds -
e~ 1-—s?
(a) Merk op dat n(n+2) =1 (% - n—+2) Dus
k k
1 1 1
24, = 2y ——— =" (=-—
k ;n(n—l—Q) nz::l<n n~|—2>
B 1 1 + 1 1 n 1 1 + 1 1 n + 1 1 n 1 1
B 3 2 4 35 4 6 k-1 k+1 ko k42
gt 1

YT hEFl kt2

en limy_.oo 24, =1+ % = % ofwel limy,_, o, Ap, = %, zodat

3
Znn+2 4

n=1
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(b) / (In z)dz = lim [zIn(z) — 2]} = —1 —limeln & +lime = —1.
0 el0 elo el0
T \O/-/
Alternatief: Omdat y = In(z) de inverse functie voor z = €Y is, is de grafiek van y = In(z)
het spiegelbeeld van de grafiek van y = e” in de lijn y = x. Dus

1 —00
/ (In x)dx = / e“dr = lim [ex]é% =—1
0 0

R——o00



