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Superconvergence at midpoints
of elements.
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Interpolantwise superconvergence of the gradient.
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Ï>Ù�ÏZÓxæhÍ�ÌwÍ¢ØZâÈÍJÖ�Î�Ð{Ñ4×BØhÙ�Ú>Ð{Ñ4Û�Ð{Ù�×BÐ
ÌßÙ�âNØ�Ö�Ñ"Í(Õ(Ð{Î�Í{åSÊ
Ë�Ð�ÕnË�ÌßÑ4Ò
Í(Õ(Ð{Î^÷,ÕnË�Ð£Ý�Ø�Í(Õ:Í(ØhÎ�Ë�ÌxÍ(Õ(Ìx×{ÏZÕ�ÐBÒ�ØhÙ�Ð>÷DÌßÙ�Ú>Ø>ÓxÚ>ÐBÍ�ÓxØh×{ÏVÓSÍnÖ�Î�Ñ4Ð{Ý�Ö�Ý Ù�ØhÑ�Ý ÐBÍ(Õ(ÌßÝ�ÏVÕ(ÐBÍ:×BØhÝ�ÌßÙ�Û
â�Ñ4ØhÝ�ý��D� 	�÷ZÔ$Ë�Ìw×BË^÷>ÌßÙ�â�ÏZ×BÕ{÷>Ë�ÏzÚ>Ð
Ù�Ø>ÕJË�Ì Ù�Û�Õ(Ø:Ò�Ø:Ô
ÌxÕnË�ÍJÖ�Î�Ð{Ñ4×BØhÙ�Ú>Ð{Ñ4Û�Ð{Ù�×BÐ%ÏZÕSÏZÓxÓNå¢Ê
Ë�Ð
Ø>ÕnË�Ð{Ñ
Í(Õ(Ð{Î�Í:Ý�Ï ù Ð�×BÓxÐBÚ>Ð{Ñ:Ö�Í(Ð�ØZâ�ÕnË�Ð�Í�æ®Ý�ÝÞÐBÕnÑ4æsØZâ�ÕnË�Ð�Ý�ÐBÍnË ÌßÙ ØhÑ4Ò�Ð{ÑèÕ(Ø£Î�Ñ4ØZà�Õèâ�Ñ4ØhÝ ÕnË�Ð�Õ4Ô�Ø
Øhä�Í(Ð{ÑéÚ\ÏZÕ(ÌxØhÙ�Í$Ï>ä�ØZÚ>Ð>å
7.8 # �R% 4 Ê
Ë�Ð�ÓwØ�×{ÏZÓ�Í(æ�Ý�Ý�ÐBÕnÑéæ3ØVâûÕJË�ÐÜÝ�ÐBÍJË7ÏZÕ�ÏcÎçØ>ÌßÙ>Õ&% æ�ÌxÐBÓwÒ�Íz÷�ÕnË�ÏVÕ�ÕnË�Ð�ØhÒ�Ò@Î�Ï>Ñ4Õ
��')(�(�Ï>Ñ4Ø�Ö�Ù�Ò*% ØZâ ÕnË�Ð$Ð{Ñ(Ñ4Ø�Ñ+� C ,d)['X)>3�ØVâ�ÏÉàÈÙ�ÌwÕ�Ð:ÐBÓwÐ{ÝÞÐ{Ù>Õ%Ï�Î�Î�Ñ4ØZúhÌßÝ�ÏZÕ�ÌwØ�Ù^÷h×{Ï�Ù�ØZâNÕ�Ð{Ù
ä�Ð:Î�Ñ4ØZÚ>ÐBÒ�Õ�Ø ��ëhôA�I�V�'#sðA�hî�ìxð 3 #*,B����ñnó.-�ìßísëZóBî^]FëBö�ëZí>���xìNî$#D÷>Ì�å Ð>åß÷ I�ÏZÓxÐ{Ñ ù ÌßÙ�ØhÑ4ÕnË�Ø�Û>ØhÙ�ÏZÓxÌxÕ4æ�Ô
ÌxÕnË
Ñ4ÐBÍnÎçÐB×BÕ�Õ(ØsÕJË�Ð�ÓxØh×{ÏZÓ¢ÍnÖ�ä�Í(ÐBÕ:ØZâ%ä�ÏZÍ�ÌwÍÉâ Ö�Ù�×BÕ�ÌwØ�Ù�Í�ÓxÌxÚhÌßÙ�Û¡ØhÙ¡ÕnË�Ð�Î�Ø>ÌßÙ�Õ(Í(æ�Ý�Ý�ÐBÕnÑ4Ìx×£Î�Ï�Ñ4Õ:ØZâ
ÕnË�Ð�Ý�ÐBÍJËsØhÙ�Óxæ>å
7.8 # � %I% 4 �Nâ Ô�Ð%Ï>Ñ4Ð$ÌßÙ>Õ(Ð{ÑéÐBÍ(Õ(ÐBÒ�Ì Ù�ÕJË�Ð � Ì â�Ù�ÐB×BÐBÍ�ÍnÏ>Ñ4æ>÷�ÏzÚ>Ð{Ñ(ÏZÛ�ÐBÒ-�+B�ñnó4ì�õA�hî�ì�õZñ
ØVâ/�:ÏZÕ+%6÷�Ô�Ð
×{Ï>Ù^÷�ÏZÍ�Í(ÐBÐ{Ù�ÌßÙ�0:ä�Í(Ð{Ñ4ÚZÏZÕ(ÌxØhÙ ��åüþ�÷�×BØhÙ�Í(ÌxÒ�Ð{Ñ�ÌxÕ(Í
ÐBÚ>Ð{ÙsÎ�Ï�Ñ4Õ�Ï>ÑéØhÖ�Ù�Ò*% åSÊ
Ë�ÌxÍ
ÐBÚ�Ð{ÙsÎ�Ï>Ñ4Õ�ØZâ
ÕnË�Ð:Ò�Ð{Ñ4ÌxÚZÏZÕ(ÌxÚ>Ð�ØZâ0�:ÐA@�Ö�ÏZÓxÍ%ÕnË�Ð:Ò�Ð{ÑéÌwÚZÏZÕ(ÌxÚ>Ð�ØZâ1��'2(�(�å
7.8 # �6%I%�% 4 Ê
Ë�Ð�ÐBÍ(Õ(ÌßÝ�ÏZÕ(ÐBÍSÌßÙsý �D� 	�âNØhÑ â�Ö�Ù�×BÕ(ÌxØhÙ�Í � ÍJÖ�×HË�ÏZÍ0��'2(�(;�"ÍnÏZÕ(ÌxÍ4â�æhÌßÙ�Û:ÓxØ�×{ÏZÓ5I�ÏZÓxÐ{Ñ ù ÌßÙ
ØhÑ4ÕJË�Ø>Û>ØhÙ�ÏZÓxÌxÕ4æ£Î�Ñ4ØZÚ�ÌwÒ�Ð�Ï�ÓxØ�×{ÏZÓDÍnÖ�Î�Ñ4Ð{Ý�Ö�Ý�Ù�ØhÑ(Ý6ÐBÍ(Õ�Ì Ý1ÏZÕ(Ð$â�ØhÑSÕnË�ÌxÍ
Ò�Ð{ÑéÌwÚZÏZÕ(ÌxÚ>Ð�ØZâ/��')(�(�ÌßÙ
Õ(Ð{Ñ(ÝÞÍSØZâ Ï:Ù�ÐBÛhÏVÕ(ÌxÚ>Ð%Ù�ØhÑ(Ý¬ØVâ3�$Î�Ó Ö�Í�Ï$ÓxØh×{ÏZÓ^Ï>Î�Î�Ñ4ØZú�Ì Ý1ÏZÕ(ÌxØhÙ�Î�Ñ4Øhä�ÓxÐ{Ý âNØ�ÑDÕnË�ÐèØhÒ�Ò£Î�Ï�Ñ4ÕSØZâ
)Då¢Ê
Ë�Ð�Ù�ÐBÛhÏZÕ(ÌxÚ>Ð�Ù�ØhÑ(Ý6×{Ï>ÙøØZâNÕ�Ð{Ùsä�Ð:×BØhÙ�ÕnÑ4Ø>ÓxÓxÐBÒcÔèÌwÕJË�ØhÖ�Õ%Õ�ØhØ�Ñ4ÐBÍ(ÕJÑ4Ìx×BÕ(ÌxÚ>Ð¤ÏZÍ�ÍnÖ�Ý�Î�Õ(ÌxØhÙ�Í{å
7.8 # �K%)4 4 ��â�ÕnË�Ð�Î�Ñ4ØhÎçÐ{Ñ�Ò�ÐBÛhÑ4ÐBÐ�ØZâ¤ÎçØ>Óxæ®Ù�Ø�Ý�ÌßÏZÓ¤Ï>Î�Î�ÑéØ\ú�ÌßÝ�ÏZÕ(ÌxØhÙ±ÌxÍ3Ö�Í�ÐBÒD÷%ÕJË�Ð3ÓxØ�×{ÏZÓ
Ï>Î�Î�Ñ4ØZú�ÌßÝ�ÏZÕ(ÌxØhÙ Î�Ñ4Øhä�ÓxÐ{Ý æ�ÌxÐBÓxÒ�Í�Ï>Ù*5/6¤Ù�ØhÑ(Ý�ØZâ�ÕJË�Ð Y�ã�ÕnËsÒ�Ð{Ñ4ÌxÚZÏZÕ(ÌxÚ>Ð�ØZâSÕnË�Ð�Ø�Ò�Ò3Î�Ï>ÑéÕ
ØZâ
)Då�SèØhÑ(Ý�ÏVÓwÓxæ � Ì�å Ð>åß÷çâNØhÑèÛ>Ð{Ù�Ð{Ñ(ÏVÓH)>�B÷�ÕJË�ÌwÍ:ÌxÍ:ÕnË�Ð�Ð{Ù�Ò�Î�Ø>ÌßÙ�Õ�ØZâ�ÕJË�ÐÞäçØhÖ�Ù�Ò�ÌßÙ�Û3Î�Ñ4Ø�×BÐBÍ(Í{÷^ä�Ö�Õ
Ô%Ë�Ð{Ù�Y�ÌxÍ�ÐBÚ>Ð{Ù�Ï>Ù�Ò£Ë�ÏzÚ�ÌßÙ�Û�ÕnË�Ð
Ø�Ò�ÒsÎ�Ï>Ñ4ÕSØZâ )D÷�Ô�Ð
×{Ï>Ù�Ï>Î�Î�Óxæ/0:ä�Í�Ð{Ñ4Ú\ÏZÕ�ÌwØ�Ù ��å �:Ï>Ù�Ò�ÛhÏZÌßÙ
Ï�ÍnÖ�Î�Ð{Ñé×BØhÙ>Ú�Ð{Ñ4Û>Ð{Ù�Õ�â ÏV×BÕ(ØhÑSØVâ ØhÑ4Ò�Ð{Ñ <Då 0:Ð{Î�Ð{Ù�Ò�ÌßÙ�Û£Ø�Ù�ÕnË�Ð�äçØhÖ�Ù�ÒcØVâ ÕnË�Ð$Û>ÓxØhä�ÏZÓ Ù�ØhÑ�Ý ÌßÙ
0 Õ(Ð{Î ��� ��÷�ÕnË�ÌxÍ$ÓxÐ{ÏZÒ�Í%Õ�Ø¤ÍJÖ�Î�Ð{Ñ4×BØhÙ�Ú>Ð{Ñ4Û�Ð{Ù�×BÐ¤ÏZÕ7%6å
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ÌxÕnË:�
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ØZâSÕnË�Ð:ÍnÖ�ÎçÐ{Ñ4×BØhÙ�Ú>Ð{Ñ4Û>Ð{Ù�×BÐ�Î�Ø>ÌßÙ�Õ(Í{÷�Í(ÌßÙ�×BÐ�ÕnË�ÌxÍ
×{Ï>Ù�Ù�Ø�Õ%ä�Ð�Ò�ØhÙ�Ð¤Ï>Ù�ÏVÓwæ�Õ(Ìx×{ÏZÓxÓxæ>å
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Ë�Ð�Ï>Î�Î�Ñ4ØhÏZ×BË^÷�ÏZÍèÌ Ù ýüþ 	�÷�ÌxÍ$Ô�Ø�Ñ ù ÐBÒsØhÖ�Õ
ÌßÙøÕ�Ô�Ø�ÍnÎ�ÏZ×BÐ�Ò�ÌßÝ�Ð{Ù�Í(ÌxØhÙ�Í�Ï>Ù�Ò ×BØ\Ú�Ð{Ñ4Í � ÓxØh×{ÏZÓxÓxæ��
Î�Ð{ÑéÌwØ�Ò�Ìx×
ÕnÑ4ÌßÏ>Ù�Û�Ö�Ó Ï�ÑSÝ�ÐBÍnË�ÐBÍ"ÍnÖ�×HË�ÏZÍ"ÕnË�Ð¢ÕnË�Ñ4ÐBÐJã�ÓxÌßÙ�Ð�Ý�ÐBÍJË^÷{ÕnË�Ð�×BË�ÐBÚ®ÑéØhÙ^÷ ;%Ù�ÌxØhÙ�ã���ÏZ× ù ÷>Ï>Ù�Ò
×{Ñ4ÌxÍ(Í4ã�×{ÑéØ>Í(Í¤ÝÞÐBÍnË�ÐBÍ{åsÊ
Ë�Ð �"Ø>ÌxÍ(Í�ØhÙ�Ï>Ù�ÒaF,Ï>Î�ÓßÏZ×BÐÜÎ�ÑéØhä�ÓxÐ{Ý Ï�Ñ4Ð�×BØhÙ�Í(ÌxÒ�Ð{Ñ4ÐBÒDåcÊ
Ë�Ð�Ñ4ÐBÍnÖ�ÓxÕ(Í
Ò�ØcÙ�Ø>Õ:Ñ4ÐBÍ(ÕnÑéÌw×BÕ:Õ�Ø£ÓxØZÔ�Ð{Ñ$ØhÑ4Ò�Ð{Ñ:Î�Ø�Ówæ�Ù�ØhÝ�ÌßÏZÓ�Ï�Î�Î�Ñ4ØZúhÌßÝ�ÏZÕ�ÌwØ�Ù^÷^Í(ÌßÙ�×BÐ�ÌxÕ�ÏZ×BÕnÖ�ÏZÓxÓxæ¡Ì Ù�×BÓßÖ�Ò�ÐBÍ
Ñ4ÐBÍnÖ�ÓxÕ(ÍsÖ�Î@Õ�Ø�Ò�ÐBÛhÑ4ÐBÐ Í(ÐBÚ>Ð{Ù Î�ÌxÐB×BÐBÔ
ÌxÍ(Ð�Î�Ø>Óxæ�Ù�ØhÝ�ÌßÏZÓ�Ï>Î�Î�Ñ4ØZú�ÌßÝ�ÏZÕ(ÌxØhÙ^å J Ù�Ø�ÕnË�Ð{Ñ�ÍJÎ�ÐB×BÌßÏZÓ
â�Ð{ÏZÕnÖ�Ñ4Ð:ÌxÍ
ÕnË�ÏVÕ
ÌxÕ
ÌxÍ%×BÓßÏZÌßÝ�ÐBÒ ÕnË�ÏZÕB��� �DÍJÖ�Î�Ð{Ñ4×BØhÙ�Ú>Ð{Ñ4Û�Ð{Ù�×BÐ¤Î�Ø�Ì Ù�Õ(Í�â�ØhÑ�ÕJË�Ð:Ò�Ð{Ñ4ÌxÚ\ÏZÕ(ÌxÚ>ÐBÍ$×{Ï>Ù
ä�ÐÉâNØ�Ö�Ù�ÒsÌ ÙøÕnË�ÌxÍ%Ô
Ïzæ>å
K\#-�8�-eML K�4�� 0 ÌßÙ�×BÐcÕJË�Ð�ÍnÖ�Î�Ð{Ñé×BØhÙ>Ú�Ð{Ñ4Û>Ð{Ù�×BÐcÎ�Ø�Ì Ù�Õ(Í�Ï>Ñ4ÐsÎ�Ñ4ØZÚ>ÐBÒ�Õ(Ø3äçÐ£ÌßÙ�Õ(Ð{Ñ4Í(ÐB×BÕ�ÌwØ�Ù�Í�ØZâ
×BÐ{Ñ4ÕnÏVÌ Ù UBÐ{Ñ4ØZã�×{Ö�Ñ4Ú>ÐBÍSØVâ Î�Ø�Ówæ�Ù�ØhÝ�ÌßÏZÓxÍ�ÌßÙ�Õ4Ô�Ø$Ú\Ï>Ñ4ÌßÏ>ä�ÓxÐBÍ{÷�ÕnË�Ð�×BØhÝ1Î�Ö�Õ(Ð{ÑSÌxÍ�Ö�Í�ÐBÒ�Õ(Ø$×BØhÝ�Î�Ö�Õ(Ð
ÕnË�Ð{Ýså¢Ê
Ë�ÌxÍ%ÌxÍ
ÕnË�Ð�ØhÙ�Óxæ£×BØ�Ý�Î�Ö�ÕnÏZÕ(ÌxØhÙ�ÏVÓ ÏZÍnÎçÐB×BÕ
ÌßÙsÕnË�Ð�Ï>Î�Î�Ñ4ØhÏZ×BË^å
Ê
Ë�Ð�Ï>Î�Î�Ñ4ØhÏZ×BË:Í�ÐBÐ{Ý�Í Õ�Ø�ÏZÓxÓxØZÔ ÏèÛ>Ð{Ù�Ð{Ñ(ÏVÓwÌ U{ÏZÕ�ÌwØ�Ù�Õ(Ø
ÕnË�ÑéÐBÐ�ÍnÎ�ÏZ×BÐ�Ò�ÌßÝ�Ð{Ù�Í(ÌxØhÙ�Íz÷>ÐBÚ>Ð{Ù�ÕnË�ØhÖ�Û�Ë
ÕnË�Ð�Õ(ÐB×HË�Ù�Ìx×{ÏZÓSÒ�ÐBÕJÏZÌxÓwÍ�Ô
ÌxÓxÓ�ä�Ð�Ý�Ö�×HË Ë�Ï>Ñ4Ò�Ð{ÑBå J ÓwÍ�Ø�÷^ÌxÕ%ÌxÍ:Õ(Øsä�Ð�ÐBú�Î�ÐB×BÕ(ÐBÒ�ÕJË�ÏZÕ
Ô%Ë�Ð{Ù ÍnÖ�ã
Î�Ð{Ñé×BØhÙ>Ú�Ð{Ñ4Û>Ð{Ù�×BÐ�Î�Ø�Ì Ù�Õ(Í
ÏZÛhÏVÌ Ù1×BØ>ÌßÙ�×BÌxÒ�Ð:Ô
ÌxÕnË1Ì Ù�Õ(Ð{Ñ4Í�ÐB×BÕ(ÌxØhÙ�Í
ØZâ Î�Ø�Ówæ�Ù�ØhÝ�ÌßÏZÓ UBÐ{Ñ4ØZã�ÍnÖ�Ñ�â�ÏZ×BÐBÍ{÷
ÕnË�ÐBÌßÑ�Ù�Ö�Ý�ä�Ð{Ñ Ô
ÌxÓwÓFÒ�Ñ(ÏZÍ(Õ�Ìw×{ÏVÓwÓxæ�Ò�ÐB×{Ñ4Ð{ÏZÍ�Ð>å�0$ÕnË�Ð{Ñ�ÑéÐ{ÏZÍ(ØhÙ�ÍSÔ%Ë�æ�ÍJÖ�Î�Ð{Ñ4×BØhÙ�Ú>Ð{Ñ4Û�Ð{Ù�×BÐ
ÌßÙ�ÕnË�Ñ4ÐBÐ
Ò�ÌßÝ�Ð{Ù�Í(ÌxØhÙ�Í�Ô
ÌxÓwÓ�Î�Ñ4Øhä�Ï>ä�Óxæ¡ä�Ð�âNØ�Ö�Ù�Ò3ÓxÐBÍ(Í�ØZâ�Õ(Ð{ÙsÕnË�Ï�ÙsÌßÙ¡Õ4Ô�Ø�ÍnÎ�ÏZ×BÐ�Ò�ÌßÝ�Ð{Ù�Í(ÌxØhÙ�Í�Ô�Ð�Ô
ÌxÓxÓ
Û>ÌxÚ>Ð:ÌßÙsÕJË�Ð:â�Ø>ÓxÓwØZÔ
ÌßÙ�Û�Í(ÐB×BÕ(ÌxØhÙ^å
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ÕnË�ÏZÕ
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×BØhÙ�Í�ÐA@®Ö�Ð{Ù�×BÐBÍ:ÌßÙsÕJË�Ð�.�0 J Ï>Î�Î�Ñ4ØhÏZ×BË^å

<���� U ��*�*T��� ��
��� 
�.�����
,.-(& ���
& ØhÙ�Í�ÌwÒ�Ð{Ñ�ÏZÍ�Ï>Ù�ÐBú�Ï>Ý�Î�ÓxÐcÕJË�Ð�@®Ö�ÏZÒ�Ñ�ÏZÕ(Ìx×�àÈÙ�ÌxÕ(ÐcÐBÓxÐ{Ý�Ð{Ù�Õ(Í�ØhÙ�ÌßÙ�Õ(Ð{Ñ4ÚZÏZÓxÍ{÷�ÕnÑ4ÌßÏ>Ù�Û>ÓxÐBÍ{÷�Ï>Ù�Ò
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